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Abstrakt 
Tato práce se zabývá tvorbou trojrozměrného animovaného modelu. Jedná se o model kulečníkového 
stolu a vizualizaci pohybu koulí po jeho povrchu. Cílem práce je řešení pohybu koulí pomocí metod 
počítačové simulace. Tato práce obsahuje souhrn fyzikálních jevů pro popis pohybu koulí. Dále jsou 
v práci charakterizovány animační a simulační techniky využité pro tvorbu animovaného modelu. Je 
zde popsán software, který umožňuje vytvoření trojrozměrného modelu a taky jeho animaci a 
interakci s uživatelem. Druhá část práce popisuje tvorbu simulačního modelu a programu pro 
vizualizaci výsledků. V závěru jsou obsaženy grafy popisující chování koule v rámci experimentů 
se simulačním modelem. 
 
 
 
 
 
 
Abstract 
This  thesis  deals  with  production  of  three-dimensional  animated  model. Thesis is about model of 
billiard table and visualization of balls motion on its surface. Using simulation methods to solve the 
problem of balls motion is the goal of this work. This thesis contains summary of physical 
phenomena which describe the ball motion. There are also animation and simulation techniques 
which are used to create a model involved in this work. This thesis also deals with description of 
software, which can be used to create a three-dimensional model, animation and define user 
interaction. The second part of thesis describes how simulation program and visualization application 
was made. In the end, there are charts which describe ball behaviour involved in this work. 
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1 Úvod 
 
V současnosti člověk přichází do styku s mnoha různými oblastmi, kde je hojně využívána počítačová 
animace. Děje se tak často z důvodu napodobení určitých jevů reálného světa, které jsou špatně 
pozorovatelné běžným okem nebo je nemožné je zaznamenat jiným způsobem. Počítačové modely 
jsou běžně využívány v mnoha vědních oborech, jako je například fyzika, meteorologie, či medicína. 
V těchto oblastech počítačová animace často slouží k vizualizaci jinak obtížně pozorovatelných jevů. 
Velmi významnou oblastí využití počítačové animace je v dnešní době zajisté filmový průmysl. 
Mnoho současných významných filmů se již dnes jen stěží obejde bez speciálních efektů vytvořených 
právě pokročilými animačními technikami. Děje se tak z toho důvodu, že je obvykle velmi obtížné a 
finančně nákladné běžnými technikami zaznamenat určité děje. Může se zde jednat například o různé 
neobvyklé přírodní jevy, či nerealistické vyobrazení vědeckofantastických scén.  
V předchozích příkladech velmi často dochází ke kombinaci animace s počítačovou simulací, 
kdy dochází nejprve k matematickým výpočtům popisujícím chování objektů reálného světa a poté 
pomocí animačních technik je simulovaný jev převeden do viditelné podoby. 
Tato práce je pokračováním mé bakalářské práce a má za úkol seznámit čtenáře s postupem 
tvorby prostorového animovaného modelu. V rámci této práce se bude jednat o model kulečníkového 
stolu s realistickým vyobrazením chování pohybujících se koulí po jeho povrchu. Pro vytvoření 
takového modelu je nezbytné se seznámit s mnoha fyzikálními vlastnostmi, které mohou ovlivňovat 
chování koulí na povrchu kulečníkového stolu. Ač se může problematika popisu chování koulí na 
vodorovné ploše zdát jako jednoduchý úkol s využitím základních znalostí fyziky o pohybu tuhého 
tělesa, není tomu tak. Ve skutečnosti se jedná o rozsáhlou úlohu s výskytem mnohých úskalí, která 
vyžadují poměrně hluboké zanoření do dané problematiky. Určité jevy, které ovlivňují chování koulí 
jsou v rámci této práce zanedbány, a proto je vhodné upozornit, že se nejedná o naprosto přesný 
fyzikální model, ale o snahu se co nejvíce takovému modelu vizuálně přiblížit. Pro popis chování 
koulí bude využita metoda počítačové simulace, která pomocí aplikace nejrůznějších fyzikálních 
zákonů a vztahů vypočítá chování jednotlivých kulečníkových koulí. K vytvoření samotného 
prostorového modelu a jeho následné animace na základě vypočítaného chování je vhodné využít 
specializovaný program pro tvorbu prostorových scén, jehož vlastnosti budou popsány v jedné 
z následujících kapitol. 
V první části této práce dochází ke shrnutí nezbytných znalostí z oblasti tvorby prostorových 
animovaných modelů. V této části se nachází mimo jiné shrnutí simulačních a animačních technik 
využívaných při tvorbě realistických počítačových animací. Dále tato část obsahuje shrnutí 
základních fyzikálních veličin a jevů, které se budou v rámci této práce dále využívat a rozvíjet. Proto 
je tento oddíl velmi důležitý pro úplné pochopení zbytku práce. Ve druhé části práce jsou kromě 
návrhu modelu pro výslednou animaci popsány také specializované nástroje pro tvorbu prostorových 
modelů a animací. V neposlední řadě se zde nachází popis možností interakce uživatele s výsledným 
modelem, která může ovlivnit chování samotného modelu. Dále je zde navrženo rozhraní pro spojení 
simulačního modelu a animované scény. Ve třetí části práce dojde k seznámení se samotnou tvorbou 
animovaného modelu. Nejprve je zde proveden neformální popis modelu, který dělí celý systém na 
dílčí podproblémy a pomáhá k pochopení všech podstatných jevů a událostí, které se vyskytují 
v rámci simulačního modelu. Dále je popsán upravený matematický model koule, který je určen pro 
zapsání formou počítačového programu pro následné provedení simulace. Jsou zde odvozeny vztahy 
pro popis různých oblastí chování koule. Jedná se například o uvedení koule do pohybu, popis odrazu 
koule od okraje stolu, či vzájemné srážky dvou koulí. V poslední části je popsána samotná realizace 
aplikace, která je rozdělená do dvou oddělených částí. V první z nich je popsána tvorba simulačního 
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programu s využitím programovacího jazyka, druhá část pak popisuje tvorbu vizuální části aplikace 
s využitím speciálního nástroje pro tvorbu trojrozměrných modelů. Dále jsou zde popsány možnosti 
interakce uživatele s modelem pomocí herního enginu. Na závěr jsou popsány výsledky simulace 
s využitím grafů, které jsou vytvořeny na základě chování koulí při experimentování s vytvořeným 
simulačním modelem. 
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2 Počítačová simulace 
Tato kapitola obsahuje shrnutí současného stavu oblasti počítačové simulace a animace.  Toto shrnutí 
je zde obsaženo v takové míře, která je nezbytně nutná pro pochopení práce. Tato kapitola je 
rozdělena na tři hlavní části. V první z nich je obsažen základní přehled metod využívaných 
v počítačové simulaci. Ve druhé části se nachází stručné shrnutím animačních technik, které jsou 
hojně využívány ve filmovém průmyslu, či počítačových hrách. V závěru této kapitoly je obsažen 
základní popis elementárních fyzikálních veličin a souvislostí. Všechny uvedené oddíly této kapitoly 
jsou nezbytné pro pochopení dalšího vývoje této práce. Nejdříve je ale nutné vymezit základní pojmy 
související s počítačovou simulací. 
2.1 Pojem počítačové simulace 
Počítačová simulace je proces, kdy dochází pomocí počítačového programu k napodobení 
chování nějakého systému z reálného světa. Simulace je velmi žádoucí v případech, kdy je 
experimentování se skutečným systémem velmi nákladné, či nebezpečné. Příkladem zde můžou být 
drahé crash testy automobilů, či zjišťování rychlosti šíření nebezpečného viru. Dále je počítačová 
simulace vhodná pro jevy, které nejsou uskutečnitelné v reálném světě. Kromě dříve uvedených 
případů je dnes simulace společně s vizualizací výsledků hojně využívána při filmové tvorbě, a 
zvláště pak při vytváření počítačových her, kde vývojáři usilují o co nejreálnější zážitek pro hráče. 
Pojem systém v počítačové simulaci obvykle označuje množinu elementárních prvků, které jsou 
propojeny vzájemnými vazbami.[1] 
Pokud potřebujeme simulovat nějaký reálný systém, je nutné vytvořit jeho model. Reálné 
systémy však obsahují velké množství prvků a to i zpravidla takových, které není nutné v rámci 
experimentu simulovat. V takových případech je možné vytvořit takový model, který napodobuje 
reálný systém, avšak je možné vynechat různé vlastnosti, které nejsou pro úspěšné provedení 
experimentu zcela nezbytné. Jedná se zde o určitou úrovni abstrakce, kterou je však třeba zvolit 
takovou, abychom i při použití zmíněných zjednodušení popisovaného systému dosáhli při 
experimentování relevantních výsledků. Takový model, který popisuje zjednodušený systém 
označujeme jako abstraktní model.[1] 
Pokud je hotový abstraktní model systému, je možné přejít do další fáze modelování a vytvořit 
tzv. konceptuální model, který si klade za cíl poskytnout vývojáři základní představu o modelovaném 
systému v počáteční fázi modelování. Nejedná se zde o formální popis modelu pomocí speciální 
syntaxe, nýbrž o slovní popis zpravidla doplněný různými náčrty či grafy. 
V poslední fázi modelování dochází již k vytvoření požadovaného simulačního modelu. 
V případě počítačové simulace, která je hlavní součástí této práce, se jedná o počítačový program, 
který na základě zadaných vstupních informací provádí simulaci modelovaného systému. Výstupem 
takových experimentů s modelem mohou být nové znalosti o modelovaném systému, případně vstup 
pro vizualizaci modelovaného jevu. Pro vytvoření takového simulačního modelu je možné zvolit 
některou ze známých implementačních metod, jejíž výběr závisí na vlastnostech modelovaného 
systému. Stručný přehled těchto technik je obsažen v následujícím textu.[1] 
2.2 Simulační metody 
Existuje několik simulačních technik v závislosti na druhu modelovaného systému. Obecně lze uvést 
tři základní typy simulace. Jedná se o simulaci diskrétní, spojitou a kombinovanou. Zařazení ke 
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konkrétnímu druhu závisí na chování jednotlivých prvků v modelovaném systému. Chování takového 
modelovaného prvku může být spojité nebo diskrétní. Potom na základě výskytu prvků s daným 
chováním je možné rozhodnout, zda je nutné provádět spojitou či diskrétní simulaci. Kombinací 
prvků s různým chováním v rámci jednoho systému je pak možné hovořit o simulaci 
kombinované.[1] 
První z výše uvedeného výčtů typů je simulace diskrétní. V tomto případě platí, že každý prvek 
modelovaného systému se vyznačuje diskrétním chováním. To se projevuje tak, že v průběhu 
simulace dochází k takzvaným skokovým změnám stavu modelovaného prvku, které nastávají jako 
reakce na určitou událost. Jinak lze také chování prvků charakterizovat jako diskrétní sled událostí 
v čase. Událostí zde může být myšlen například vstup prvku do systému, či libovolná akce, opakující 
se v nastaveném intervalu. Tento druh simulace nepracuje se spojitým časem, ale časová množina 
může být definována jako konečná množina časových okamžiků.[1] 
Typickým zástupcem diskrétní simulace je tzv. systém hromadné obsluhy. Tento systém 
obsahuje několik základních prvků. Základním elementem systému hromadné obsluhy je tzv. 
obslužná linka, resp. obslužné zařízení. Tento prvek poskytuje abstrakci určitého zařízení, které 
obsluhuje procesy vstupující do systému. Kromě procesů a obslužné linky jsou v systémech 
hromadné obsluhy často uváděny také fronty, do kterých se řadí procesy právě při čekání na 
zpracování prvkem obslužné linky. Jako příklad systému hromadné obsluhy lze uvést například poštu, 
kde do systému v určitých intervalech vstupují zákazníci (tedy procesy), řadí se do front podle 
požadované služby a čekají na obsloužení od zařízení, která zastupují v tomto případě jednotlivé 
přepážky pošty. Pro lepší znázornění je tento případ uveden na Obrázek 1. Zákazníci vstupují do 
systému postupně na základě takzvaného kalendáře událostí, který uchovává seznam záznamů 
uspořádaný dle času výskytu dané události. V případě kalendáře událostí je na vždy provedena 
činnost prvního záznamu v kalendáři a následně je modelový čas posunut na hodnotu uvedenou u 
následující události. Modelový čas zde zastupuje abstraktní časovou množinu uvnitř modelu, která 
poskytuje výhodu zrychlení případně zpomalení toku událostí v simulaci, což v případě reálného 
systému není možné. Pro popis diskrétních systémů lze využít různé formální prostředky. 
Významným prostředkem jsou v tomto případě tzv. Petriho sítě, které popisují systém pomocí 
speciálního grafu. Takový graf obsahuje jednotlivá místa vzájemně propojená tzv. přechody a 
orientovanými hranami.[1] 
Jako další druh simulace je nutné zmínit tzv. spojitou simulaci. Podobně jako u diskrétní 
simulace i zde platí, že každý prvek systému vykazuje stejný typ chování, v tomto případě spojité. 
Spojité chování znamená, že je nutné uvažovat možnou změnu stavu prvku v každý časový okamžik. 
Obrázek 1: Příklad systému hromadné obsluhy 
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V případě tohoto typu simulace tedy uvažujeme spojitou časovou množinu, která může být 
definována jako určitý časový interval. Ač v reálném světe vnímáme čas jako nekonečnou spojitou 
množinu, v případě spojité simulaci na číslicovém počítači ji není možné reprezentovat. Proto je 
nutné časovou množinu, charakterizující plynoucí modelový čas, tzv. diskretizovat. To znamená, že 
spojitý modelový čas chápeme jako konečnou posloupnost s vhodně zvoleným, často velmi malým 
krokem mezi sousedními hodnotami. Spojitá simulace pak probíhá následujícím způsobem. 
V každém časovém okamžiku daného intervalu je proveden výpočet nového stavu každého prvku 
modelu. Poté je čas navýšen o daný dostatečně malý krok a znovu probíhá výpočet nového stavu 
modelu. Pro formální popis spojitých modelů je možné využít například různá bloková schémata, kde 
je model charakterizován jako množina funkčních bloků, které jsou vzájemně propojeny vazbami. 
Další často využívanou formou popisu je soustava algebraických, či diferenciálních rovnic, které 
definují chování jednotlivých prvků systému v průběhu času. Pro řešení takových rovnic, jejichž 
analytické řešení je příliš složité, či dokonce nemožné, je možné využít některou z numerických 
integračních metod.[1] 
Jedno z možných kritérií pro výběr vhodné integrační metody může být počet kroků, které jsou 
potřebné pro výpočet nové hodnoty. Tímto způsobem lze numerické integrační metody rozdělit na 
jednokrokové a vícekrokové. Zatímco jednokrokové metody využívají pro výpočet nového stavu 
pouze aktuální stav, u vícekrokových je používána tzv. historie stavů. Ačkoliv není zaručeno, že 
vícekrokové metody jsou nutně efektivnější než metody jednokrokové, obecně je zde vyšší 
pravděpodobnost přesnějšího odhadu následujícího stavu. Nevýhodou vícekrokových metod je pak 
kromě vyšší paměťové náročnosti, kdy je nutné si pamatovat několik předchozích stavů, také problém 
při startu výpočtu, kdy nejsou k dispozici žádné předchozí stavy systému. V tomto případě je však 
možné využít na začátku výpočtu některou z jednokrokových metod. Spojitá simulace může být 
využita například pro modelování elektrických obvodů, či pohybu vesmírných těles. Často je však 
spojitá simulace kombinována s předchozím typem, díky čemuž je možné hovořit o takzvané 
kombinované simulaci.[1] 
Posledním uvedeným druhem simulace zde tedy bude simulace kombinovaná. Jak už název 
napovídá, jedná se o kombinaci předchozích dvou typů simulací. Jak již bylo výše zmíněno, o typu 
simulace rozhodují vlastnosti jednotlivých prvků modelovaného systému. Kombinovaný model tedy 
obsahuje jak diskrétní, tak spojité prvky. V rámci kombinované simulace jsou potom využity jak 
numerické integrační metody, tak reakce na události. V průběhu spojité simulace modelu může 
docházet například ke změně stavových podmínek a je potřeba na ně nějakým způsobem reagovat. 
Změnou stavových podmínek v kombinovaném modelu může být například překročení hraničních 
hodnot některého z modelovaných prvků. Jak bylo uvedeno v souvislosti se spojitou simulací, 
výpočet nového stavu probíhá v rámci každého integračního kroku. Vzhledem k diskretizaci spojité 
časové množiny je však možné, že ke změně stavových podmínek dojde právě někde mezi dvěma 
sousedními integračními kroky. Po každém výpočtu je tedy nutné zkontrolovat stavové podmínky a 
pokud došlo ke změně, je nutné se vrátit zpět a upravit velikost kroku tak, aby byl čas výpočtu shodný 
s časem výskytu stavové události. Jedná se o tzv. dokročení. Toto se týká tzv. simulace s proměnným 
časovým krokem. U simulace s pevným krokem se dokročení nevyužívá a reakce na stavovou událost 
je provedena až po provedení výpočtu se standardním krokem. Při zvolení příliš dlouhého časového 
kroku však může docházet k podstatným nepřesnostem v simulaci.[1] 
Jako typický příklad kombinované simulace zde lze uvést jednoduchý model skákajícího 
míčku. Pohyb míčku nahoru a dolu zde zastupuje spojitou část simulace, která může být popsána 
několika fyzikálními vztahy. Za diskrétní událost simulace je možné považovat kontakt míčku 
s podložkou. Při simulaci pohybu míčku je v každém kroku nutné ověřit stavové podmínky. V tomto 
případě ověřujeme, zda se míček dostal do úrovně podložky. V takovém případě dochází ke změně 
směru míčku. Výška míčku v čase pro uvedený případ simulace je znázorněna na Obrázek 2. 
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Obrázek 2: Skákající míček1 
 
Jak je patrné z předchozího textu, každý druh simulace má svoje specifika a je důležité zvolit 
správnou metodu pro simulaci konkrétního systému. Výběr simulační metody v rámci této práce bude 
popsán v dalším textu. 
2.3 Animační techniky 
V této části je uveden základní přehled obecně používaných animačních technik. Pro úplné pochopení 
tohoto oddílu je ale nutné vysvětlit několik základních pojmů. Pojem animace označuje sekvenci 
obrázků, která při určité frekvenci postupného zobrazování vyvolává pro lidské oko iluzi pohybující 
se scény. Tato frekvence, kdy lidské oko nerozezná přechody mezi jednotlivými snímky, ale vnímá 
sekvenci jako plynulý pohyb, může být například 24 snímků za sekundu. Za hlavní jednotku 
počítačové animace je tedy možné považovat jeden snímek. V počítačové animaci se velmi často volí 
frekvence třiceti snímků za sekundu pro normální rychlost animace.[2] 
Nejpoužívanější technika při vytváření animací je tzv. klíčování (anglicky keyframing). Při 
použití této metody není nutné vytvářet každý jednotlivý snímek animace. Animovaná sekvence je 
charakterizována menším počtem snímků, které zachycují určité důležité momenty. Jedná se o tzv. 
klíčové snímky, které charakterizují aktuální rozložení a vlastnosti objektů v animované scéně 
v daném čase. Tyto snímky jsou obvykle rozloženy v oblasti tzv. časové osy. [2] 
V další fázi tvorby animace musí být vyplněny mezery mezi jednotlivými klíčovými snímky. K 
tomu je možné využít techniku známou jako doplnění mezifází. Tato metoda má za úkol vytvořit 
všechny zbylé obrazy scény na základě sousedních klíčových snímků. Z předchozího textu vyplývá, 
že počet takto vytvářených snímků závisí na zvolené výstupní zobrazovací frekvenci. V rámci 
počítačové animace lze poměrně snadno získat nové snímky s využitím tzv. interpolace. Tato 
technika je založena na průměrování parametrů zvolených klíčových snímků. Touto metodou lze 
například vypočítat postupnou změnu polohy či jiných vlastností objektů umístěných ve scéně na 
základě počátečních a konečných hodnot zachycených sousedními klíčovými snímky. Příklad 
interpolace mezi klíčovými snímky je možné vidět na Obrázek 3. 
                                                     
1
 Ilustrační obrázek je převzat ze článku „The Mystery of the Bouncing Ball“ na stránce 
http://feucht.us/writings/bouncing_ball.php 
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Obrázek 3: Interpolace mezi klíčovými snímky2 
Pro formální popis způsobu interpolace mezi snímky jsou často využívány grafy, které 
charakterizují chování interpolovaného parametru v čase. Vodorovná osa nese údaj o čase, na svislé 
se pak nachází hodnota animovaného parametru. Zobrazená křivka pak udává rychlost změny dané 
vlastnosti objektu. Příklady takových grafů je možné nalézt v následujícím textu. 
První a nejjednodušší metodou pro vytvoření chybějících snímků je tzv. lineární interpolace. 
Tato technika počítá jednoduchý průměr hodnot charakterizujících objekty ve scéně a vytváří tak 
posloupnost rovnoměrně rozložených přechodových obrazů mezi klíčovými snímky. Tento druh 
interpolace počítá s konstantní rychlostí změny daného parametru modelovaného objektu, jak 
ilustruje graf na Obrázek 4, který tvoří přímku typickou pro konstantní funkce. Tento graf může 
charakterizovat například závislost vzdálenosti objektu na plynoucím čase. Tato metoda však nelze 
využít pro popis prudké změny rychlosti, jelikož rychlost zde musí být konstantní. Pro takový popis 
je však možné využít některou z jiných interpolačních metod.[2] 
 
Obrázek 4: Interpolace přímkou 
Dalším často používaným způsobem pro doplnění mezifází je tzv. interpolace křivkou. V tomto 
případě se jedná o poněkud mocnější techniku oproti předchozí lineární interpolaci. Na rozdíl od 
předchozí metody je zde kromě průměrných hodnot parametrů klíčových snímků bráno v potaz 
i takzvané zrychlení. Zrychlení je definováno jako změna rychlosti v určitém časovém úseku. 
V případě interpolace křivkou je tedy možné popsat rychlost změny parametru různými způsoby. 
Pokud se jedná o konvexní funkci, tedy křivka je "zahnutá" směrem vzhůru, rychlost změny mezi 
klíčovými snímky se postupně zvyšuje. V opačném případě, tedy při popisu konkávní funkcí, pak 
                                                     
2
 Obrázek byl převzat z webu 
http://www.erimez.com/misc/Softimage/tutorials/si_help/introduction/si_uk_motion_intro.htm 
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dochází k postupnému zpomalení změny. Příklady takových interpolačních funkcí je možné vidět na 
Obrázek 5. [2] 
 
 
Obrázek 5: Interpolace křivkou 
Jak už bylo dříve zmíněno, tyto techniky mohou popisovat změnu nejrůznějších parametrů 
objektů ve scéně. Může se jednat například o změnu pozice, orientaci v trojrozměrném prostoru, 
případně různé deformace či změnu vizuálních vlastností objektu, jako je barva, či průhlednost. Pro 
výpočet interpolačních funkcí je často využívána právě počítačová simulace. [2] 
2.4 Fyzikální model pohybu koule 
V této kapitole budou popsány základní veličiny a vztahy pro popis pohybu koule po vodorovném 
povrchu. Jedná se zde o abstraktní model, který popisuje modelovaný systém pomocí matematických 
vztahů. Jak bylo uvedeno dříve, v případě abstraktního modelu se nejedná o kompletní podrobný 
popis reálného systému, nýbrž zde dochází k abstrakci podstatných vlastností systému a zanedbání 
takových, které nejsou nezbytné pro získání relevantních výsledků v rámci této práce. V této části je 
možné nalézt přehled základních fyzikálních principů, na kterých je založen matematický model dále 
popsaný v této práci. 
Jak už bylo uvedeno, hlavní část matematického modelu v této práci je samotný pohyb koule 
po vodorovné podložce. V této práci je takový pohyb popsán v rámci trojrozměrného prostoru. 
Základem pro popis pohybu koule je nutné znát fyzikální závislosti, které způsobují uvedení koule do 
pohybu a dále její chování ovlivňují. 
Uvedení tělesa z klidové polohy do pohybu je vždy zapříčiněno působením určité síly na dané 
těleso. Síla je vektorová fyzikální veličina a vyjadřuje míru vzájemného působení těles. Vektorová 
veličina je taková, která je charakterizována jednak svojí velikostí, tak i směrem působení. Síla se 
v tomto fyzikálním modelu objevuje na začátku, kdy způsobuje uvedení koule do pohybu. Dále pak 
na kouli působí různé síly, které ovlivňují pohyb koule například vlivem působení podložky či 
mantinelů stolu. Vztah pro výpočet síly je obecně udáván jako 
        (1) 
kde  zastupuje hmotnost tělesa a vektorová veličina   značí jeho zrychlení. Základní jednotkou síly 
je jeden newton, který je značen jako  .[3] 
Zmíněné zrychlení je další vlastností charakterizující pohyb tělesa. Jedná se o vektorovou 
veličinu, která udává změnu rychlosti hmotného bodu za daný časový interval. O zrychlení, resp. 
okamžitém zrychlení, tedy hovoříme, pokud v průběhu pohybu částice dochází ke změně vektoru její 
okamžité rychlosti. Zrychlení je v závislosti na rychlosti a čase udáváno jako  
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  (2) 
kde    značí změnu rychlosti a    je délka trvání této změny. Nejčastěji používanou jednotkou je  
     . [4], [3] 
Okamžitá rychlost je tedy další vektorová veličina, která charakterizuje pohyb koule. Tato 
veličina popisuje směr a rychlost pohybujícího se hmotného bodu. Okamžitá rychlost pak určuje, jak 
rychle se mění poloha hmotného bodu s časem. Rychlost můžeme podle uražené vzdálenosti za daný 
čas spočítat jako 
   
 
  
  (3) 
kde    udává změnu dráhy za časový interval   . Tento vztah charakterizuje rychlost tělesa při 
rovnoměrném přímočarém pohybu a tedy na něj po dobu jeho pohybu nepůsobí žádné síly, které by 
ovlivňovaly jeho směr nebo rychlost. Nejužívanější jednotkou udávající rychlost je metr za sekundu, 
tedy     . [4], [3] 
Pokud je koule v pohybu, mohou se v reálném světě vyskytovat síly, které tento pohyb 
ovlivňují. Při pohybu koule po podložce se pak v bodě dotyku povrchu koule s podložkou může 
vyskytovat tzv. smykové tření. Toto tření je způsobeno působením tzv. třecí síly. Tato síla působí 
proti směru kontaktního bodu koule s podložkou a je jí velikost závisí na tzv. součiniteli smykového 
tření a kolmé síle, kterou jsou k sobě působící tělesa přitahována. Třecí sílu lze vyjádřit následovně. 
          (4) 
kde   značí součinitel smykového tření, a    je v případě koule na vodorovné podložce kolmá síla, 
kterou na sebe vzájemně působí koule a podložka. Velikost koeficientu smykového tření závisí na 
jakosti styčných ploch těles a také na jejich materiálu. [4], [3] 
V případě modelu kulečníkové koule se smykové tření projevuje při uvedení koule do pohybu, 
kdy se působením vnější síly koule začne posunovat neboli smýkat po podložce. Vlivem třecí síly, 
která působí na povrch koule, pak postupně dochází k narůstání rotace koule až do okamžiku, kdy se 
koule valí po povrchu stolu bez smýkání. V této fázi přichází na řadu působení tzv. valivého odporu, 
který je vyvolán valením tělesa po nedokonale pružném povrchu. Valivý odpor je tedy způsoben 
mírnou deformací podložky a působí proti směru pohybu koule. Ilustraci působení valivého odporu je 
možné vidět na Obrázek 6. 
 
Obrázek 6: Valivý odpor způsobený deformací podložky3 
Síla, kterou způsobuje valivý odpor, tedy vzniká při tzv. valení oblého tělesa po podložce. Její 
velikost lze vypočítat s využitím následujícího vztahu. 
                                                     
3
 Ilustrace byla převzata z http://cs.wikipedia.org/wiki/Tření 
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      (5) 
Z uvedeného vztahu vyplývá, že síla valivého odporu je přímo úměrná normálové tlakové síle    a 
nepřímo úměrná poloměru valící se koule. Řeckým písmenem   je zde označen tzv. součinitel 
valivého tření, který je jinak označován také jako rameno valivého odporu. Součinitel valivého tření 
závisí podobně jako výše uvedený součinitel tření smykového na materiálu a jakosti styčných ploch 
vzájemně působících těles. Normálová tlaková síla zde značí sílu, kterou působí koule na podložku. 
V případě vodorovné podložky je pak tato síla rovna síle tíhové a lze tedy zapsat jako 
         (6) 
kde   je v tomto případě hmotnost koule a   je tzv. tíhové zrychlení, jehož hodnota je obvykle 
udávána jako          .[3] 
V předchozím textu byly popsány vztahy charakterizující pohyb koule, a to zejména jejího 
středu v rámci prostoru. Nyní je však důležité se zaměřit také na rotační pohyb, který vykonávají 
body na povrchu koule a který vzniká důsledkem již zmíněného smykového tření. 
Při rotace koule kolem pevné osy opisují všechny její body tzv. kruhové oblouky se středy 
v ose rotace koule. Osou rotace je zde myšlena pomyslná přímka, která prochází skrz objekt a určuje 
směr rotace. Všechny body nacházející se na této přímce jsou v klidu. Ostatní body mají pak stejnou 
tzv. úhlovou rychlost. Úhlová rychlost zde značí vzdálenost, kterou urazí daný bod za jednotku času. 
V případě pohybu bodu po kružnici se pracuje místo vzdálenosti se změnou středového úhlu. Vztah 
pro úhlovou rychlost bodu na kružnici kolem osy rotace lze zapsat jako 
    
  
  
 (7) 
kde    je změna středového úhlu a    značí časový interval, během kterého k dané změně došlo. [5] 
Rychlost pohybu bodu po obvodu kružnice v závislosti na úhlové rychlosti lze pak vyjádřit 
jako 
        (8) 
kde   značí poloměr opisované kružnice. Znázornění takového pohybu bodu po kružnici lze vidět na 
Obrázek 7. 
 
Obrázek 7: Pohyb bodu po kružnici4 
Na Obrázek 7 vlevo je možné vidět vektory okamžitých rychlostí daných bodů, které jsou 
znázorněny jako tečny ke kružnici se středem   a poloměrem  . V pravé části je znázorněn vztah 
mezi dráhou  , kterou bod urazí a úhlem  , o který se bod   otočí kolem středu kružnice od 
                                                     
4
 Obrázek byl převzat ze článku „Pohyb po kružnici“ na webu 
http://www.techmania.cz/edutorium/art_exponaty.php?xkat=fyzika&xser=4d656368616e696b61h&key=187 
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počátku  . Uvedené vztahy pro pohyb bodu po kružnici lze potom využít pro libovolný bod povrchu 
pohybující se koule s poloměrem   a osou rotace procházející jejím středem. Toto platí pro valivý 
pohyb koule po vodorovné podložce bez smýkání. 
Po popisu samotného pohybu koule je nutné se zaměřit na veličiny a vztahy, které 
charakterizují interakci mezi jednotlivými objekty modelovaného systému. První z veličin, která 
popisuje stav koule při interakci s jiným objektem je tzv. hybnost. Jedná se o vektorovou veličinu, 
které popisuje míru posuvného pohybu tělesa v závislosti na jeho rychlosti a hmotnosti. Lze ji zapsat 
jako 
          (9) 
Ze vztahu je možné vidět, že směr hybnosti bude shodný se směrem rychlosti pohybujícího se tělesa. 
Výsledná hybnost při vzájemném silovém působení dvou těles s hybnostmi     a     lze zapsat jako 
součet těchto dílčích hybností. 
             (10) 
Hybnost jednotlivých těles v izolované soustavě se může změnit pouze v závislosti na hybnosti jiného 
tělesa. Hovoříme zde o tzv. zákonu zachování hybnosti, který říká, že výsledná hybnost těles se jejich 
vzájemným působením nemění. Tedy celková hybnost soustavy před interakcí je stejná jako celková 
hybnost soustavy po interakci. Platí tedy 
                    (11) 
kde      a      značí hybnosti jednotlivých zúčastněných těles před interakcí a vektory     a     značí 
hybnosti těles po ukončení vzájemného silového působení.[5], [3] 
Po zákonu zachování hybnosti musí vždy v rámci izolované soustavy platit také tzv. zákon 
zachování energie. Jedná se o jeden z nejdůležitějších přírodních zákonů a udává, že je možné 
přenášet energii v rámci izolované soustavy z jednoho tělesa na druhé, případně je možná přeměna na 
jiný druh energie, ale celková energie izolované soustavy musí být vždy zachována. To lze vyjádřit 
podobně jako u zákonu zachování hybnosti vztahem 
          (12) 
kde   značí výslednou energii soustavy. 
Pro pohybující se těleso je tedy možné určit jeho pohybovou (nebo také kinetickou) energii. 
Tuto energii je možné v závislosti na hmotnosti a rychlosti tělesa vyjádřit jako  
    
 
 
       (13) 
Dosazením podle zákona zachování energie pak dostáváme vztah 
 
 
 
      
 
 
      
  
 
 
      
   (14) 
kde veličiny označené dolními indexy značí veličiny popisující jednotlivé prvky soustavy. 
Vzhledem k rotaci koule, která byla popsána v předchozí části této kapitoly je nutné uvést další 
veličinu, která úzce souvisí právě s rotačním pohybem tělesa. Jedná se o tzv. moment setrvačnosti, 
který popisuje rozložení látky tuhého tělesa vzhledem k ose rotace. Moment setrvačnosti je možné 
pro homogenní kouli s poloměrem    a hmotností  zapsat jako  
   
 
 
      (15) 
 
 13 
Výše uvedený vztah pro kinetickou energii počítá pouze s posuvným pohybem tělesa. Pro případ 
pohybu valící se koule je však celková energie vyjádřena součtem jak energie translační, tak energie 
její rotace. Celková energie je pak popsána vztahem 
   
 
 
     
 
 
     (16) 
 
Tento vztah definuje celkovou energii koule v závislosti na rychlosti translačního pohybu   a 
rychlosti rotace  . Pro určení energie rotace je pak místo hmotnosti koule využit její moment 
setrvačnosti  , jehož význam je uvedený výše. [5] 
Aby nastala změna úhlové rychlosti, je nutné silové působení vnějších sil. Pro otáčivý pohyb 
tělesa kolem pevné osy je možné definovat výsledný moment dvojice sil   a    s ramenem  , které 
způsobují rotační pohyb tělesa, následovně.[5] 
       (17) 
Dle pohybového zákona pro otáčení tělesa kolem pevné osy pak platí 
      . (18) 
Řecké písmeno   zde značí úhlové zrychlení a   je moment setrvačnosti.[5] 
Další událostí, která může v rámci modelu nastat, je již zmíněné padání koulí do otvorů po 
stranách hrací plochy. V okamžiku kdy se koule ocitne na okraji otvoru při určité okamžité rychlosti a 
směru, je možné popsat tuto událost jako tzv. vodorovný vrh. Popis dráhy je možné rozdělit do dvou 
směrů, a to vodorovného a svislého. Dráha koule ve vodorovném směru může být klasicky zapsána 
pomocí počáteční rychlosti a času jako 
         (19) 
 
Změnu polohy ve svislém směru je možné charakterizovat podobně jako volný pád tělesa 
     
 
 
      (20) 
 
Rovnice dráhy pak má tvar 
     
 
   
  
   (21) 
kde   značí gravitační zrychlení a   je výška koule na počátku vodorovného vrhu s počáteční 
rychlostí   . V rámci této práce dochází k zanedbání odporu vzduchu působícího na kouli při vrhu. 
[3] 
Výše uvedené vztahy popisují základní vlastnosti pohybu koule budou dále využívány při 
odvozování rovnic pro popis chování koule v simulačním modelu, který je implementován v rámci 
této práce.[6] 
Kromě polohy a aktuální rychlosti a směru pohybu koule je tedy nutné pro správnou vizualizaci 
každé koule uchovávat i informace o orientaci v trojrozměrném prostoru. To je možné provést 
pomocí tzv. matice rotace. Tuto matici v jednotkovém tvaru je možné pro rotaci tělesa kolem 
libovolné osy otáčení   vyjádřit jako 
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   (22) 
 
kde  
           (23) 
           (24) 
 
Řecké písmeno   zde značí úhel, o který se těleso kolem dané osy   otočí [7]. 
2.5 Nástroje pro tvorbu modelu 
Tato část se zabývá charakteristikou vybraného modelovacího prostředí. Kromě popisu nástroje pro 
modelování se zde nachází také sumarizace možností uživatelské interakce s modelem. 
Pro vizualizaci kulečníku v rámci této práce jsem vybral program Blender. Jedná se o 
multiplatformní open-source modelovací software, který uživateli poskytuje mnoho komplexních 
nástrojů pro práci s trojrozměrnou grafikou. Obsahuje nejrůznější nástroje pro tvorbu 3D modelů, 
simulaci, animaci nebo dokonce tvorbu her. Součástí programu je mimo jiné i interpret skriptovacího 
jazyka Python, který slouží pro pokročilejší práci s modelem pomocí interpretace uživatelsky 
vytvořených skriptů. 
Jednou ze základních funkcí, kterou Blender nabízí, je vytváření trojrozměrných modelů 
pomocí specializovaného editoru, který je to první, co uživatel uvidí při spuštění programu. Jedná se 
o velmi sofistikovaný nástroj pro vytváření komplexních objektů pomocí různých technik s možností 
využití nejrůznějších modifikátorů.[8] 
Začátek práce v Blenderu není pro začínající uživatele zcela jednoduchý. V uživatelském 
rozhraní je nutné se nejdříve dobře zorientovat a pomocí dokumentace či různých návodů si osvojit 
zejména používání nejrůznějších klávesových zkratek, které uživateli velmi usnadní práci s modelem. 
Naštěstí kolem tohoto nástroje existuje rozsáhlá komunita uživatelů, díky čemuž je možné nalézt na 
internetu mnoho návodů pro řešení nejrůznějších problémů. I tohle byl jeden z důvodů, proč jsem pro 
vytvoření modelu vybral právě tento nástroj. Náhled uživatelského rozhraní v režimu modelování je 
možné vidět na Obrázek 8. 
V prostřední části pracovní plochy se nachází pohled na samotný trojrozměrný model. V rámci 
tohoto okna je možné manipulovat s objektem. Jak je z obrázku patrné, okno je možné rozdělit na 
více buněk pro práci s modelem v různých úhlech pohledu. Tyto pohledy lze libovolně měnit, rozdělit 
na více oken, případně zobrazit pouze jeden pohled v rámci ušetření místa na pracovní ploše. V pravé 
části obrázku se nachází kromě seznamu objektů ve scéně také možnosti transformace těchto objektů 
a nastavení zobrazení scény při práci s modelem. Velmi důležitou součástí rozhraní je také panel 
vpravo dole rozdělený na několik listů pro nastavení parametrů renderování a formátu výstupu, 
správu materiálů a textur, aplikaci nejrůznějších modifikátorů na vybraný objekt a další možnosti 
nastavení scény.[8] 
Dalším důležitým prvkem Blenderu je možnost tvorby animací. Pro tento účel je možné 
přepnout blender do speciálního režimu animace, kde je možné vytvářet pohyblivé sekvence 
modifikováním vlastností objektu. Pro každou změnu stavu jednotlivých objektů modelu je možné 
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vložit na časovou osu tzv. klíčový snímek.  Interpolací mezi klíčovými snímky je pak možné vytvořit 
animované video. Tato technika tvorby animace byla popsána v jedné z předchozích kapitol. 
 
 
Obrázek 8: Ukázka uživatelského rozhraní programu Blender 
Pokud pro složitější práci s modelem nestačí klasický výběr předdefinovaných prvků a nástrojů 
v rámci grafického uživatelského rozhraní, je možné rozšířit funkcionalitu Blenderu aplikováním 
nejrůznějších pluginů či vlastních vytvořených skriptů. Tato možnost je nabízena díky vestavěnému 
interpretu jazyka Python, díky kterému je možné spouštět skripty napsané v tomto jazyce s využitím 
specializovaných knihoven funkcí pro práci s modelem i dalšími nástroji Blenderu. 
Kromě výše uvedeného výčtu základních funkcí nabízí Blender mnoho dalších možností 
pokročilé práce s trojrozměrnou grafikou. Jedná se například o možnost tvorby kosterních animací, 
simulací částicových systémů, tvorbu modelů s využitím sochařských technik, pokročilé mapování 
textur na objekty, či definování vlastních realistických materiálů pro co nejvěrnější podobu 
renderovaných modelů. Neméně důležitou součástí tohoto programu je také možnost tvorby herní 
logiky pomocí nabízeného herního enginu. Pro tvorbu dobře vypadajících modelů je možné využít 
vestavěný renderer, který využívá metody založené na sledování paprsku pro velmi realistické 
zobrazení výstupu.[8] 
Program Blender obsahuje mimo výše zmíněných důležitých prvků a nástrojů pro práci 
s trojrozměrnou grafikou také herní engine. Jedná se o tzv. Blender Game Engine, což je nástroj pro 
tvorbu 3D aplikací, her, simulací a vizualizací, který umožňuje zobrazování grafiky a interakci 
s uživatelem v reálném čase. [9] 
Při klasickém renderování scény v Blenderu získáme jeden konkrétní snímek scény případně 
sekvenci snímků, která je z uživatelského pohledu dále neměnná. Případné modifikace scény musí 
proběhnout již před zahájením renderingu a poté již není možné objekty ve scéně nijak ovlivnit. 
Výhoda herního enginu v programu Blender oproti klasickému renderovacímu systému tedy tkví 
zejména v tom, že scény v jsou renderovány v reálném čase a umožňují tak přímou reakci na 
uživatelské vstupy, jako je například pohyb kamery, či interakce s objekty ve scéně. Taková interakce 
uživatele se pak ihned projeví v rámci spuštěné aplikace. 
Herní engine v Blenderu je vytvořen v jazyce C++ a kromě renderování v reálném čase nabízí 
nástroje pro tvorbu herní logiky, přidávání zvukových efektů, či různé fyzikální simulace chování 
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objektů. V této práci však pro popis pohybu koulí po kulečníkovém stole nebude využit 
specializovaný nástroj pro fyzikální simulace v Blenderu, nýbrž vlastní program v jazyce C++, který 
bude poskytovat simulační výpočty na základě zadaných vstupů.[9] 
Jako hlavní součást herního enginu Blender nabízí vysokoúrovňový editor logiky. Tento editor 
se skládá z tzv. logických bloků. Editor umožňuje uživateli podrobné nastavení formy interakce se 
scénou a tvoří vysoce abstraktní vrstvu nad komplexními funkcemi samotného enginu. Touto vrstvou 
je zde myšleno přívětivé uživatelského rozhraní, které pro tvorbu jednoduchých projektů nevyžaduje 
od uživatele znalosti konkrétního programovacího jazyka. Pro pokročilejší práci v tomto editoru je 
zde samozřejmostí možnost rozšíření o uživatelské skripty napsané v jazyce Python. Rozložení 
obrazovky v režimu pro tvorbu herní logiky je znázorněno na Obrázek 9. 
 
 
Obrázek 9: Rozložení editoru herní logiky5 
V centru obrazovky je opět možné vidět trojrozměrný náhled modelu. V seznamu označeném 
číslem 1 je vybráno speciální doporučené rozložení pro tvorbu herní logiky. Číslo 2 ve výše 
uvedeném obrázku označuje možnost výběru výběr nástroje pro renderování, v tomto případě je 
vybrán mód Blender Game, který udává, že veškerý výstup bude interpretován pomocí tzv. Blender 
Game Engine redereru. Položka Game v panelu nabídek označená na obrázku číslem 3 poskytuje 
speciální možnosti související se spuštěním herního enginu. Zřejmě nejdůležitějším prvkem při práci 
s herním enginem je samotný editor herní logiky označený na obrázku číslem 4. V rámci tohoto 
editoru je možné spojováním různých prvků ovlivňovat chování jednotlivých objektů ve scéně 
v průběhu spuštěné aplikace. Může se zde jednat například o pohyb kamery či interakci uživatele 
s vytvořenou scénou. V části obrazovky označené číslem 5 můžeme najít další nastavení a 
samozřejmě zde nechybí ani editor uživatelských skriptů v pravé části obrazovky (číslo 6), kde je 
možné pomocí specializovaných funkcí specifikovat pokročilejší chování vytvořených objektů.[9] 
 
                                                     
5
 Obrázek byl převzat z webu https://www.blender.org/manual/game_engine/screen_layout.html 
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2.6 Existující řešení 
Existuje mnoho aplikací, které realizují fyzikální simulace. Může se jednat o rozhaní, které poskytují 
funkce pro simulaci, či již hotové aplikace, jako například počítačové hry založené na fyzikální 
simulaci. V této kapitole je uvedeno několik příkladů hotových řešení fyzikální simulace. 
Jako první příklad je možné uvést hru z dílny českého týmu Darxide Games, která poskytuje 
realistickou simulaci kulečníku. Jedná se o hru Billiard Simulator, která byla vydána v roce 2005. Hra 
byla vytvořena v programovacím jazyce C++. Pro trojrozměrnou vizualizaci bylo využito grafické 
rozhraní OpenGL. Ukázku z aplikace je možné vidět na Obrázek 10. [10] 
 
 
Obrázek 10: Billiard Simulator6 
 
Dále je možné zahrnout do výběru nástroj pro simulaci fyziky Bullet. Jedná se o fyzikální 
engine, který umožňuje mimo jiné simulaci tuhých těles. Může se zde jednat i o simulaci kolizí a 
dynamiky pohybu kulečníkových koulí. Tento engine je často integrován v nástrojích pro práci 
s trojrozměrnou grafikou a je využíván také při tvorbě her a ve filmovém průmyslu. Jedná se otevřený 
software, tedy je dostupný zdarma.[11] 
Za zmínku stojí také fyzikální engine Box2D. Jedná se o otevřený software pro simulaci tuhých 
těles ve 2D. Engine je napsán v C++ a je nezávislý na použité platformě. Bývá využíván pro fyzikální 
simulací na nejrůznějších platformách, ať už se jedná o herní konzole, či mobilní zařízení. Umožňuje 
simulaci složených těles, které mohou být spojeny klouby. Zahrnuje také práci s gravitací či třecími 
silami.[12] 
                                                     
6
 Obrázek byl získán z: http://freehry.doupe.zive.cz/obrazek/30213 
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3 Koncepce animovaného modelu 
Tato kapitola se zabývá návrhem tvorby trojrozměrného animovaného modelu. V první části kapitoly 
je možné nalézt návrh systému, se kterým bude později prováděna simulace a vizualizace výsledků.  
Druhá část pak obsahuje popis vlastností modelu z hlediska počítačové simulace. Tento popis také 
souvisí s vhodným výběrem simulační metody při implementaci simulačního programu v rámci této 
práce. Při návrhu a tvorbě modelu vycházím ze znalostí získaných v rámci tvorby mé bakalářské 
práce [13]. 
3.1 Návrh modelu 
Jak již bylo dříve zmíněno, tato práce se zabývá tvorbou trojrozměrného modelu kulečníkového stolu 
a vizualizací chování koulí na jeho povrchu. Je tedy nutné shrnout vlastnosti jednotlivých objektů, 
které se vyskytují v modelovaném systému. 
Základní součástí modelu je kulečníkový stůl. Kulečníkové stoly lze obecně rozdělit na dva 
základní druhy podle dané hry. Jedná se o tzv. karambol a billiard. V případě karambolu se jedná o 
hru se třemi až čtyřmi koulemi o průměru 61,5 mm na hrací ploše bez otvorů, kde hráči sbírají body 
na základě daných pravidel. Pro simulaci v této práci byla zvolena verze pro hru billiard. V tomto 
případě se jedná o hru s šestnácti koulemi. Hrací plocha také obsahuje šest děr, které se nachází 
v každém rohu stolu a také uprostřed každé z delších stran. Takovou hrací plochu je možné vidět na 
Obrázek 11. Cílem hry je dostat svoji sadu koulí do děr dříve než soupeř a to pouze pomocí bílé 
koule, do které hráč tzv. šťouchá kulečníkovým tágem. Znalost přesných pravidel hry však není pro 
účely této práce podstatná. 
 
 
Obrázek 11: Hrací plocha pro billiard7 
Nyní je důležité určit konstanty a rozměry, které poslouží pro získání relevantních výsledků při 
provádění simulace. Rozměry hrací plochy byly na základě běžně používaných stolů zvoleny jako 
                                                     
7
 Obrázek byl převzat z webu http://cdn23.us2.fansshare.com/photos/snookertable/billiard-table-clipart-
1568361370.jpg 
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180 x 90 cm. Povrch hrací plochy je pokryt plátnem, pro které platí, že součinitel smykového tření při 
pohybu kulečníkové koule po tomto plátně je 0,28. 
Jak již bylo výše zmíněno, při hře billiardu je na počátku k dispozici 16 různobarevných 
případně číslovaných koulí. Jedná se o 15 barevných koulí a jednu bílou, pro účely tohoto modelu je 
možné předpokládat, že všechny koule jsou homogenní. Pro každou ze šestnácti koulí, které jsou 
použity v simulaci, jsou nastaveny jejich vlastnosti na běžné hodnoty9. Každá koule má tedy poloměr 
57,2 mm a hmotnost 170 g. 
Simulace začíná v okamžiku, kdy je uvedena do pohybu právě bílá koule. Děje se tak 
působením síly na kouli po krátký časový okamžik v daném směru (tzv. šťouch). Tím dojde 
k postupnému rozpohybování bílé koule, která vlivem působení třecích sil mezi koulí a podložkou 
postupně získává rotaci až do doby, kdy se začne tzv. valit po hrací ploše. Dále může v rámci modelu 
nastat několik případů interakce koule s dalšími částmi modelu. V první řadě se jedná o odraz koule 
od okraje kulečníkového stolu, který zabraňuje kouli v opuštění hrací plochy. Dále se jedná o srážku 
dvou koulí a v neposlední řade také padání koulí do otvorů po stranách hrací plochy kulečníkového 
stolu. Všechny výše uvedené případy je nutné řešit v rámci simulačního modelu. 
3.2 Návrh počítačové simulace 
Animovaný model v této práci je založen na počítačové simulaci, kdy na základě výstupních hodnot 
simulace je provedena vizualizace pomocí specializovaného softwaru. Nyní je tedy nutné zvolit 
správnou simulační techniku pro vytvoření simulačního programu. Souhrn používaných simulačních 
metod je možné nalézt v předcházející kapitole. 
V této práci se jedná o fyzikální simulaci chování koulí na povrchu kulečníkového stolu. 
V případě fyzikální simulace se tedy nabízí využít metod pro spojitou simulaci. Nejdříve je však 
nutné prozkoumat možné chování všech prvků systému. 
V první řadě je nutné pohlédnout na samotný modelovaný systém. Model, který byl popsán 
v předchozí části je možné rozložit na jednotlivé elementární prvky. V případě kulečníkového stolu se 
tedy jedná zejména o jednotlivé koule, jejichž chování chceme simulovat. Nyní je tedy možné přejít 
k analýze chování jedné kulečníkové koule. 
Jak již bylo zmíněno dříve, pro spuštění simulace je nutné udat počáteční rychlost a směr jedné 
z koulí. V případě billiardu se jedná o kouli bílou, což ale v rámci této simulace není úplně podstatné. 
Působením určité síly po krátký časový okamžik na danou kouli tedy uvedeme první z objektů 
modelovaného systému do pohybu. Takové silové působení abstrahuje v tomto modelu šťouchnutí 
kulečníkovým tágem. Přepočtem ze síly a času působení pak získáme počáteční rychlost pohybu dané 
koule. Vzhledem k pohybu koule v prostoru je pak nutné uchovávat kromě aktuální rychlosti koule 
také směr. Pro tento účel je vhodné využít vektorovou reprezentace, kde velikost vektoru značí 
rychlost, a jeho směr označuje směr pohybu koule. Koule se tedy začne pohybovat po podložce 
s danou počáteční rychlostí. Vlivem třecích sil, které působí v místě kontaktu koule s povrchem hrací 
plochy dochází k postupnému navyšování rychlosti rotace a snižování rychlosti lineárního pohybu 
koule v každém kroku simulace. Lineárním pohybem je zde myšlena změna polohy pomyslného 
středu koule. Velikost třecích sil může být v reálném světě při vyšších rychlostech proměnlivá. 
V rámci této práce jsou však tyto síly považovány jako konstantní. 
Jak již bylo zmíněno, při pohybu koule v rámci tohoto modelu dochází k její rotaci. Rotace je 
zde důležitá nejen kvůli výsledné vizualizaci, ale také může zásadně ovlivňovat samotnou dráhu 
                                                     
8
 Součinitel smykového tření byl získán na webu http://billiards.colostate.edu/threads/physics.html 
9
 Hodnoty vlastností koulí byly zjištěny na webu http://www.kulecnik-shop.cz/vse-o-kulecniku/ 
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pohybu koule. Proto je nutné kromě směru a rychlosti lineárního pohybu koule uchovávat také 
rychlost rotace a směr její rotační osy. I zde je možné použít vektorové veličiny podobně jako 
u rychlosti lineárního pohybu. V případě rozjezdu koule úderem do jejího přesného středu se jedná 
o vektor, jehož směr je rovnoběžný s podložkou a kolmý na směr pohybu koule. Jeho velikost je pak 
určena postupným roztáčením koule. Pro uchování celkové orientace koule v trojrozměrném prostoru 
kvůli následné vizualizaci je možné využít tzv. matici rotace, jejíž tvar byl popsán v předchozí 
kapitole o fyzikálním modelu chování koule. Jak bylo uvedeno, koule může být v rámci simulace 
popsána dvěma vektory, vektorem rychlosti a vektorem rotace. Jedná se zde o spojité veličiny a do 
tohoto okamžiku je tedy možné chování koule charakterizovat jako spojité. 
Nyní je ale důležité prověřit další faktory, které průběh simulace mohou ovlivnit. Při pohybu 
koule po kulečníkovém stole může nastat některá ze tří základních událostí, na které model musí 
zareagovat. Tyto události se projevují změnou tzv. stavových podmínek, jak bylo popsáno v kapitole 
o počítačové simulaci. 
První z možných událostí je srážka koule s okrajem. V případě, že koule při svém pohybu 
v prostoru překročí určitou mez, která je definována nastavením okrajů hrací plochy, musí dojít ke 
změně směru koule v vlivem odrazu od mantinelu. Kromě směru dochází také ke změně rotace 
vlivem mírného zanoření do nedokonale pružného okraje kulečníkového stolu. Dalším případem, 
který může v průběhu simulace nastat, je srážka koule s jinou koulí. Tento případ má vliv na náhlou 
změnu směru koule podobně jako předchozí událost. Třetí událostí, na kterou je nutné reagovat, je 
padání koulí do postranních děr. V případě, že se koule dostane do místa, kde se vyskytuje otvor 
v hrací ploše, dochází k simulaci pádu dané koule do otvoru a tato koule již dále neovlivňuje simulaci 
na povrchu kulečníkového stolu. 
Všechny předchozí případy se mohou vyskytnout v simulaci jako diskrétní událost, na kterou je 
nutné reagovat. V tomto případě je možné rozpoznat diskrétní chování určitých částí modelu a proto 
není vhodné provádět simulaci jako zcela spojitou. Pro případ modelovaného systému v této práci je 
tedy nutné zvolit simulaci, která kombinuje diskrétní i spojité prvky systému, a to simulaci 
kombinovanou. 
Jak již bylo dříve zmíněno, v počítačové simulaci není možné pracovat se spojitým časem, a 
proto zde dochází k tzv. diskretizaci časové množiny. V rámci programu provádějícího simulaci 
modelovaného systému je tedy možné rozdělit jinak spojité chování jednotlivých prvků na 
posloupnost takzvaných integračních kroků. V rámci každého integračního kroku je proveden 
výpočet nového stavu všech prvků obsažených v modelu. Při zvolení dostatečně malého kroku je pak 
možné interpretovat časově proměnné veličiny,  které se vyskytují v rámci matematického modelu, 
jako konstanty pro daný velmi krátký časový úsek. 
Při volbě simulace s pevným integračním krokem má výběr délky takového kroku zásadní vliv 
na protichůdné vlastnosti simulace, jako jsou rychlost a přesnost. Při zvolení příliš dlouhého kroku 
může v průběhu simulace docházet k zásadním nepřesnostem vlivem změny stavových podmínek 
modelu v úseku mezi dvěma výpočty. Může pak docházet k opožděné reakci na případnou událost a 
tím pádem ke zhoršení přesnosti výsledků simulace. Dochází zde ale k menšímu množství 
výpočetních operací, což může velmi zkrátit výslednou dobu simulace. Při zvolení příliš krátkého 
kroku naopak dochází k výraznému nárůstu doby simulace, avšak přesnost výsledků simulace může 
být mnohem vyšší. V případě simulace s pevným krokem je tedy nutné zvolit určitý kompromis 
s ohledem na požadovanou přesnost a časovou náročnost simulace. 
Nejvhodnějším řešením pro simulaci pohybu koulí v této práci je zvolení proměnného 
integračního kroku. Princip takové simulace spočívá v tom, že je na počátku zvolena vhodná 
počáteční hodnota kroku a v průběhu simulace se tato hodnota může měnit v závislosti na průběhu 
chování modelu. Využívá se zde metody tzv. dokročení, jejíž princip byl nastíněn v předchozí 
kapitole o počítačové simulaci. 
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V rámci simulace pohybu koulí je tedy zvolena počáteční hodnota integračního kroku. 
V průběhu simulace je nutné po každém provedeném výpočtu změny stavu všech objektů modelu 
zkontrolovat, zda nedošlo ke změně stavových podmínek, tedy například ke kolizi některé koule 
s okrajem. V případě detekce takové kolize je nutné vrátit se o krok zpět a zjistit přesný čas, kdy 
k události došlo. Simulační čas se sníží o délku zvoleného kroku a stav modelu je přepočítán 
s kratším integračním krokem. Délka takového kroku může být určena například jako polovina 
původního kroku. Takto simulace pokračuje až do doby kdy je čas vyhodnocení stavových podmínek 
shodný s časem výskytu události nebo velikost kroku překročí předem zvolenou minimální mez. 
V takovém případě je provedena reakce na danou událost a integrační krok je opět nastaven na jeho 
původní hodnotu. 
Výhoda simulace s proměnným krokem spočívá v tom, že je možné prodloužit integrační krok 
a snížit tak počet výpočetních operací v době, kdy nedochází k žádným událostem, které je potřeba 
ošetřit. Naopak při zjemnění kroku při výskytu události nedochází k výrazným nepřesnostem chování 
modelu a může tak být zachován vhodný poměr mezi kvalitou výstupů modelu a rychlostí simulace. 
Na druhou stranu je simulační model o něco složitější na implementaci než model s vhodně zvoleným 
pevným krokem. 
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4 Realizace 
V této části práce je navržena realizace samotného animovaného modelu. Jedná se problém, který je 
vhodné rozložit na několik částí. Cílem je oddělení simulační a vizualizační části programu a 
navrhnout způsob komunikace mezi jednotlivými moduly. Dále je vhodné navrhnout formu interakce 
mezi modelem a uživatelem. 
V první fázi je nutné vytvořit konceptuální model kulečníku, díky kterému je možné správně 
pochopit danou problematiku a rozdělit samotný problém simulačního modelu na menší 
podproblémy. Dále musí být vytvořen matematický model, který bude definovat chování 
modelovaného systému pomocí formálního popisu. V případě této práce se jedná o popis pohybu 
koule pomocí diferenčních rovnic, které definují změnu parametrů koule v průběhu krátkého 
časového okamžiku. Tento popis je dále využit k vytvoření simulačního modelu. V rámci této práce 
se jedná o simulační program vytvořený v programovacím jazyce C/C++. 
V další části této kapitoly je uveden postup tvorby samotného simulačního programu. Je zde 
popsán algoritmus, který provádí kombinovanou simulaci s proměnným krokem. Jsou zde 
charakterizovány základní elementy programu a definované datové struktury, které umožňují 
abstrakci prvků ve vybraném modelovaném systému. 
V poslední části je pak popsána tvorba vizualizační části programu. Jedná se především o 
tvorbu trojrozměrného modelu, realizaci samotné animace a v neposlední řadě také definici 
uživatelské interakce s využitím herního enginu. 
Před samotnou realizací jednotlivých částí je ale nutné definovat jednotlivé funkční moduly 
aplikace a také komunikační rozhraní mezi nimi. Návrh struktury aplikace je znázorněn na Obrázek 
12. 
 
Obrázek 12: Struktura aplikace 
 
Na tomto obrázku je možné vidět navržené propojení jednotlivých funkčních celků. 
Komunikace mezi modelem a simulačním programem probíhá pomocí dvou textových souborů (na 
obrázku označeny přerušovanou hranicí). První z nich slouží k uložení počátečních pozic jednotlivých 
koulí na hrací ploše. Zápis do něj provádí vizualizační program při nastavení polohy koulí 
uživatelem. Z tohoto souboru pak simulační program inicializuje rozmístění koulí na začátku 
simulace. Po nastavení směru a síly úderu je zavolán simulační program s těmito parametry. 
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Simulační program provede samotnou simulaci pohybu koulí a jednotlivé parametry pro každou kouli 
v požadovaných časových okamžicích uloží do druhého souboru. Vizualizační program pak postupně 
čte výstupní soubor simulace a na základě informací o poloze a orientaci koulí provádí výslednou 
animaci. 
4.1 Konceptuální model 
Jak již bylo řečeno, v první řadě je nutné vytvořit konceptuální model, který umožní správné 
pochopení dané problematiky a rozložení problému na menší celky. 
Simulace začíná v okamžiku, kdy je proveden úder do jedné z koulí na hrací ploše. Tato koule 
se začíná pohybovat. Vlivem třecích sil mezi koulí a podložkou v této fázi pohybu dochází 
k postupnému roztáčení koule, jak ilustruje Obrázek 13. V této fázi tedy dochází k poklesu rychlosti 
posuvného pohybu koule a zároveň k nárůstu její rotace. 
 
 
Obrázek 13: Rozjezd koule 
 
V další fázi simulace je pak nutné ověřovat výskyt událostí, které mohou v průběhu simulace 
nastat. Jednou z takových událostí může být srážka koule s okrajem. Srážku koule s okrajem je možné 
detekovat jednoduchou kontrolou mezí. V tomto případě je nutné ověřit, zda pohybující se koule 
nepřekročila jednu ze čtyř definovaných mezí. Tyto meze jsou dány rozměry hrací plochy 
kulečníkového stolu. V rámci této práce je hrací plocha definována jako obdélníkový prostor 
s počátkem souřadné soustavy umístěném v levém dolním rohu s horizontální osou x a vertikální osou 
y. Při zjištění překročení meze je pak nutné provést změnu rychlosti koule v závislosti na směru 
odrazu. 
Druhou událostí, která se může objevit v rámci modelu, je vzájemná srážka koulí. Výskyt této 
události je možné zachytit kontrolou vzájemné vzdálenosti pozorovaných koulí. V rámci modelu je 
toto nutné provádět pro každou dvojici koulí na hrací ploše stolu. Vzdálenost mezi koulemi je možné 
zjistit vytvořením vektoru ze souřadnic středů zkoumaných koulí a následným určením jeho velikosti. 
Pokud je tato velikost menší než součet poloměrů obou koulí, dochází ke kolizi. Pro ilustraci této 
situace je uveden Obrázek 14. 
 
 
Obrázek 14: Detekce srážky koulí 
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Poslední událostí, která může být detekována, je padání koulí do postranních otvorů 
kulečníkového stolu. Hrací plocha v rámci této práce obsahuje šest kruhových otvorů. Čtyři jsou 
umístěny v rozích hrací plochy a dále jedna uprostřed každé z delších stran stolu. Součástí hry je 
padání koulí do těchto otvorů, proto je nutné detekovat výskyt takové události a reagovat na ni 
úpravou směru pohybu dané koule. Pro detekci pádu do otvoru je nutné v každém simulačním kroku 
kontrolovat polohu všech koulí vůči každé ze šesti děr. To je možné provést kontrolou délky spojnice 
středu otvoru a těžiště koule. Pokud je tato vzdálenost menší než poloměr otvoru, koule je 
"potopena". Kontrolovaná vzdálenost je vyznačena červenou čarou na Obrázek 15. 
 
 
Obrázek 15: Detekce potopení koule 
 
Na všechny výše uvedené události je nutné reagovat konkrétní změnou stavu daných koulí. 
Matematický popis těchto změn stavu je uveden v následující podkapitole. 
 
4.2 Upravený matematický model 
Tato kapitola se zabývá tvorbou konceptuálního modelu koule, který s jistou mírou abstrakce 
popisuje reálný systém popisovaný v této části. V následujícím textu je odvozena sada diferenčních 
rovnic, které jsou dále využity při tvorbě simulačního programu. 
Diferenční rovnice popisují pohyb koule jako změnu daných vlastností za určitý časový úsek. 
Takovými vlastnostmi mohou být například rychlost, rotace, či poloha koule v prostoru. Při zvolení 
dostatečně malého simulačního kroku lze pak jednotlivé veličiny v rámci tohoto časového úseku 
považovat za konstantní. Velikost simulačního kroku je nutné zvolit dostatečně malou, aby byla 
zachována požadovaná přesnost simulace. Volba příliš malého kroku pak způsobuje nárůst celkové 
doby simulace. 
V první fázi simulace je nutné definovat chování koule při počátečním úderu. Tento úder je 
určen směrem a silou. Cílem je nyní určit, s jakou rychlostí, rotací a v jakém směru se bude koule 
pohybovat v okamžiku po takovém úderu. 
Velikost rychlosti koule po počátečním úderu lze určit jako 
       (25) 
kde   značí zrychlení, které lze určit pomocí známé síly úderu a hmotnosti koule následujícím 
způsobem. 
   
 
 
 (26) 
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Samotná velikost rychlosti však není dostačující a je nutné znát také směr, kterým se koule 
začne pohybovat. Úhel úderu   v rovině    je určen ve stupních způsobem, jak ilustruje Obrázek 16. 
Obdobně je pak definován úhel v rovině   . 
 
Obrázek 16: Úhel úderu v rovině XY 
 
 Ze zadaného úhlu je pak možné určit rozklad rychlosti v každém ze tří směrů a rychlost tak 
vyjádřit pomocí vektoru. Jednotlivé složky vektoru lze určit následovně: 
 
              
 
   
         
 
   
  (27) 
              
 
   
         
 
   
  (28) 
               
 
   
  (29) 
 
Jednou ze základních veličin, která bude popisovat stav koule je tedy rychlost. Rychlost koule 
je reprezentována vektorem, jehož směr určuje aktuální směr pohybu koule a jeho velikost značí 
rychlost, jakou se koule v daném směru pohybuje. Pro výpočet přírůstku rychlosti za daný časový 
interval je však nutné nejdříve provést několik dalších výpočtů, které se na změně rychlosti mohou 
projevit. 
Pohyb koule při udání počáteční rychlosti, v tomto případě šťouchem, můžeme rozložit na tři 
druhy pohybů s odlišnými vlastnostmi, které udávají vlastní chování koule. V první fázi se jedná o 
tzv. smýkání po podložce, kdy koule mění svoji polohu, avšak nedochází zde k rotačnímu pohybu. 
V další části dochází vlivem třecí síly mezi koulí a podložkou k postupnému získávání rotace koule 
současně se smýkáním. Tyto dvě části je možné ve výpočtech uvažovat jako jednu fázi, kdy dochází 
ke klouzavému a valivému pohybu současně. Od jistého okamžiku, kdy koule získá takovou rotaci, že 
zmizí účinek třecí síly, dostane se koule do třetí a poslední zde popisované fáze pohybu, a to tzv. 
valivého pohybu. V tomto případě se koule valí po podložce a působí na ni  jen valivý odpor, který je 
způsoben deformací podložky. 
Zásadní vliv na změnu rychlosti koule má třecí síla. Tato síla působí na kouli v místě dotyku 
koule s podložkou a je způsobena nerovnostmi mezi styčnými plochami. Pro výpočet velikosti a 
směru třecí síly je v první řadě nutné určit aktuální rychlost bodu na povrchu koule, kde dochází ke 
kontaktu s povrchem stolu. Směr rychlosti bodu na povrchu koule je kolmý na osu rotace a je možné 
ho určit následujícím způsobem. 
                    (30) 
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V tomto vztahu    značí normálový vektor, který je kolmý na podložku,   je poloměr koule a   značí 
vektor rotace koule. Poslední zmíněný je určen směrem osy rotace, která prochází těžištěm koule a 
jeho velikost je dána velikostí úhlové rychlosti. Vektorový součin zde určuje směr pohybu bodu. 
Pokud je známa rychlost bodu na povrchu koule a současně také rychlost pohybu těžiště koule, 
je možné určit směr a velikost síly, která působí na povrch koule v místě styku s podložkou. Tuto 
třecí sílu lze zapsat jako 
                        (31) 
kde rozdíl vektorů rychlosti koule a rychlosti bodu na povrchu určuje směr působení třecí síly. 
Velikost třecí síly závisí na hmotnosti koule  , gravitačním zrychlení   a součiniteli smykového 
tření  . Výše uvedený vztah popisuje třecí sílu, která působí na povrch koule v první fázi pohybu, 
tedy kdy se koule valí po podložce se smýkáním. V této fázi dochází k velkému poklesu rychlosti 
translačního pohybu a současně k rapidnímu nárůstu rychlosti úhlové. Tato fáze trvá až do okamžiku, 
kdy 
          (32) 
a koule se začíná valit bez smýkání. Velikost vektoru rotace     zde značí úhlovou rychlost. Nyní 
přestává působit na kouli třecí síla tak, jak byla popsána výše a zpomalení koule v této fázi pohybu 
způsobuje valivý odpor. Velikost síly způsobené valivým odporem je možné v této fázi vyjádřit 
následovně: 
                   (33) 
Zde   značí tzv. rameno valivého odporu, které je podstatně menší než součinitel smykového tření. 
Tato síla nyní působí proti směru posuvného pohybu koule. V této fázi pohybu dochází k pozvolnému 
zpomalování posuvného pohybu koule současně se snižováním úhlové rychlosti až do okamžiku, kdy 
koule zcela zastaví, pokud na ni nebudou působit vnější síly, které by ji udržovaly v pohybu. 
Pokud je znám směr a velikost síly, která působí na kouli, je možné určit zpomalení 
translačního pohybu koule. S využitím rovnice pro výpočet zrychlení lze definovat zpomalení jako: 
    
   
 
 (34) 
kde došlo pouze k dosazení vektoru vypočítané třecí síly a hmotnosti koule. Nyní je možné určit 
změnu rychlosti v závislosti na daném zrychlení, resp. zpomalení. Dosazením do rovnice rychlosti 
koule je pak určena změna rychlosti koule následovně. 
     
   
 
    (35) 
Zde    značí velikost simulačního kroku. Výslednou rychlost je pak možné určit pomocí diferenční 
rovnice pro změnu rychlosti jako 
              (36) 
          
   
 
    (37) 
Tato rovnice určuje výslednou rychlost koule po provedení jednoho simulačního kroku. 
V poslední fázi určení nového stavu koule je nutné vypočítat její vektor rotace. Jeho výpočet se 
může lišit v závislosti na aktuální fázi pohybu koule. V první fázi pohybu, kdy se koule valí po 
podložce se smýkáním, je nutné určit změnu rotace vlivem působení třecí síly. V rámci velmi 
krátkého časového modelu je možné považovat rotační pohyb koule jako rotaci kolem pevné osy. 
Dosazením za úhlové zrychlení do vztahu pro určení momentu dvojice sil (17) je možné zapsat 
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 (38) 
S využitím pohybového zákona pro otáčení tělesa kolem pevné osy pak platí: 
          
  
  
 (39) 
Úpravou lze pak získat vztah pro výpočet přírůstku rychlosti rotace následovně. 
    
             
 
    (40) 
Skalární součin         zde značí spojnici mezi středem koule a kontaktním bodem povrchu koule 
s podložkou. Tato spojnice zde zastupuje rameno    ze vztahu (39). V této fázi pohybu je přepokládána 
velikost třecí síly určená vztahem (31). Písmeno   ve jmenovateli zlomku určuje moment setrvačnosti 
koule, definovaný vztahem (15). V momentě, kdy se koule začne valit bez smýkání a tedy rychlost 
bodu na povrchu je opačná než rychlost translačního pohybu koule, závisí rotační rychlost koule na 
jejím posuvném pohybu. Od tohoto okamžiku je pak pro výpočet změny rotace využit následující 
vztah. 
                     (41) 
Vektorový součin         zde udává směr vektoru rotace, který je kolmý na směr rychlosti 
posuvného pohybu. Součin rychlosti translačního pohybu a poloměru koule pak udává rychlost rotace 
při valivém pohybu. Dle důkazu na webu Encyklopedie fyziky[14] je pak možné úhlové rychlosti 
popisující otáčení tuhého tělesa kolem různých os skládat jako jiné vektory. Výsledný vektor rotace je 
pak možné určit následovně. 
         (42) 
Vektor    zde značí původní vektor rotace. 
Další podstatnou částí chování modelu jsou kolize. Nyní je tedy nutné definovat chování koule 
při nárazu do okraje. Pro zjištění výsledné rychlosti koule po jejím nárazu do stěny lze využít zákonů 
zachování hybnosti a energie. V rámci této práce je srážka koule s okrajem považována za dokonale 
pružnou a nejsou zde uvažovány tečné síly působící mezi koulí a okrajem. 
Při srážce dvou těles musí platit zákon zachování hybnosti. V tomto případě jsou účastníky 
srážky koule a kulečníkový stůl. Rychlosti a hmotnosti těchto objektů je tedy nutné dosadit do 
rovnice (10), která popisuje zákon zachování hybnosti. To je možné provést následujícím způsobem. 
                               (43) 
Zde    a     značí hmotnost a rychlost koule a    spolu s     udávají hmotnost a rychlost stolu. 
V rámci tohoto vztahu není nutné rozlišovat hmotnost před srážkou a po srážce, jelikož tyto 
hmotnosti jsou během vzájemné interakce koule se stolem konstantní. 
Po úpravě rovnice (43) a dosazením a úpravou rovnice zákona zachování energie (12) 
dostaneme soustavu rovnic: 
                               (44) 
         
     
           
     
     (45) 
Vydělením rovnice (45) rovnicí (44) je pak možné získat 
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                         (46) 
                   (47) 
Nyní je možné rychlost dosadit do rovnice (43) a po úpravě dostaneme vztah pro určení 
rychlosti koule po srážce s okrajem stolu následujícím způsobem. 
     
                      
     
 (48) 
V této rovnici je nyní možné zanedbat hmotnost koule vzhledem k mnohanásobné hmotnosti stolu 
oproti kouli. Dále jé také zřejmé, že rychlost stolu, která je před srážkou nulová se ani po kolizi 
nezmění. Výslednou rychlost koule lze pak vyjádřit pouze změnou znaménka následujícím způsobem. 
           (49) 
Výsledná rychlost po srážce má tedy stejnou velikost jako rychlost před srážkou. Mění se však její 
směr. Změna směru je provedena obrácením znaménka příslušné složky vektoru rychlosti koule. Jak 
již bylo dříve zmíněno, vektor rychlosti koule je možné rozložit na rychlosti se směry podle 
jednotlivých os souřadné soustavy koule. Pro ilustraci změny směru rychlosti koule při nárazu do 
horizontálního okraje stolu je uveden Obrázek 17. Úhel odrazu je v tomto případě roven úhlu dopadu. 
 
Obrázek 17: Změna rychlosti koule při srážce s okrajem 
 
Další událostí, která může při simulaci nastat, je vzájemná srážka koulí. V případě této 
interakce je nutné určit výsledný směr a rychlost pohybu každé koule, která se účastní srážky. Pro 
určení výsledného vektoru rychlosti je vhodné pracovat s hybnostmi jednotlivých koulí. V této fázi je 
tedy možné reprezentovat pohyb koule před a po srážce vektorem hybnosti. V první řadě je nutné 
zjistit, jaký úhel budou svírat výsledné vektory hybnosti zúčastněných koulí. Ilustraci srážky, včetně 
vyznačeného úhlu δ je možné vidět na Chyba! Nenalezen zdroj odkazů.. 
 
Obrázek 18: Hybnost koulí před a po srážce 
 29 
V případě srážky dvou koulí musí platit zákon zachování hybnosti a zákon zachování energie, 
podobně jako při srážce koule s okrajem, které jsou popsány rovnicemi (10) resp. (12). Pro zjištění 
úhlu, který svírají dvě přímky v rovině lze pak využít kosinovou větu10, která udává 
                    (50) 
                    (51) 
                   (52) 
pro obecný trojúhelník ABC s vnitřními úhly      . 
Dle Chyba! Nenalezen zdroj odkazů. je pak možné dosadit do kosinové věty vektory 
ybnosti následujícím způsobem. 
        
     
               (53) 
V rovnici (53) je vektor původní hybnosti koule, která iniciuje srážku označen jako   . Vektory    a     
pak značí výsledné hybnosti obou zúčastněných koulí. Pro zjištění rozkladu rychlosti je vhodné do 
rovnice (53) dosadit podle vzorce pro výpočet hybnosti (9). Uvažujme také stejnou hmotnost obou 
zúčastněných koulí. 
              
        
            
             (54) 
Pokud je uvažován případ dokonale pružné srážky koulí, musí platit také zákon zachování 
energie, který je dán vztahem (12). Dosazením je možné získat následující rovnici. 
 
 
 
      
 
 
     
  
 
 
     
  (55) 
Nyní je možné řešit soustavu rovnic (54) a (55). Krácením dostaneme upravenou soustavu 
v následujícím tvaru. 
        
     
                    (56) 
        
     
  (57) 
Dosazením     z rovnice (53) do rovnice (52) zůstane rovnost 
                   . (58) 
Pro nenulové rychlosti pak musí platit: 
          (59) 
Úhel, který svírají výsledné vektory rychlostí obou koulí po srážce odpovídá 90°, tedy pravému 
úhlu. Dále je nutné zjistit úhel, o který se vektor rychlosti koule v pohybu odchýlí oproti svému 
původnímu směru. Tento úhel je označen jako θ na Obrázek 19, který znázorňuje způsob rozkladu 
původní rychlosti koule iniciující srážku na dvě kolmé složky. 
 
                                                     
10
 http://www.matematika.cz/sinova-cosinova 
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Obrázek 19: Určení rozkladu rychlosti po srážce11 
 
Pro určení rozkladu rychlosti je nejdříve nutné zjistit polohu původního vektoru rychlosti a polohu 
spojnice středů koulí v rovině. Toho lze docílit převedením normalizovaných vektorů z kartézských 
souřadnic do polárních12. Pro zjištění orientace vektoru v rovině lze pak použít vzorec 
         
 
 
  (60) 
Řecké písmeno   zde udává úhel, který svírá daný vektor s osou x, jak znázorňuje Obrázek 20. 
 
 
Obrázek 20: Orientace vektoru v rovině 
 
Po určení úhlu   pro oba vektory je možné určit velikost vektorů výsledných rychlostí koulí, 
které se účastní srážky. Na Obrázek 19 je původní rychlost koule způsobující srážku označena jako 
   .     a     pak značí výsledné rychlostí koulí po srážce. Velikost výsledných rychlostí lze pak 
určit s využitím Pythagorovy věty následovně. 
                      (61) 
                      (62) 
                                                     
11
 Obrázek byl převzat ze článku „The Physics of Billiards“ na webu http://www.real-world-physics-
problems.com/physics-of-billiards.html 
12
 http://mathworld.wolfram.com/PolarCoordinates.html 
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Směr rychlosti     (jak je patrné z Obrázek 19) je shodný se směrem spojnice středů koulí. Směr 
rychlosti     je pak na něj kolmý. To lze zapsat následujícím způsobem. 
                    (63) 
Vektor    zde značí vektor kolmý na podložku. 
Speciální případ srážky může nastat v případě tzv. přímého centrálního rázu, kdy je vektor 
rychlosti pohybující se koule rovnoběžný se spojnicí středů obou koulí. V tomto případě předá 
pohybující se koule veškerou svoji rychlost druhé kouli a sama zůstane v klidu. Tuto situaci ilustruje 
Obrázek 21. 
 
 
Obrázek 21: Přímý centrální ráz 
 
Výše uvedené vztahy platí pro případ srážky, kdy je jedna koule v pohybu a druhá v klidu. 
V rámci modelu je ale nutné počítat se situací, kdy jsou obě zúčastněné koule v pohybu. V takovém 
případě jsou provedeny výpočty pro rozklad rychlosti koule iniciující srážku dvakrát, a to pro každou 
pohybující se kouli zvlášť. Druhá koule je uvažována v klidu. Výsledné vektory rychlostí jsou poté 
pro každou kouli sečteny, čímž je určena nová rychlost každé ze zúčastněných koulí. Srážky koulí 
jsou v rámci této práce považovány za dokonale pružné. 
Poslední událostí, která se může v průběhu simulace vyskytnout je tzv. potopení koule. Jedná 
se o pád koule do jednoho s otvorů, které jsou součástí hrací plochy kulečníku. V případě, že se 
těžiště koule ocitne za hranou otvoru, přestává na kouli působit podložka tlakovou silou. Tlaková síla 
zde působila jako reakce na tíhovou sílu koule. V tomto okamžiku tedy na kouli působí tíhová síla 
směrem dolů. Vektor rychlosti koule se tak bude měnit v závislosti na tíhovém zrychlení a čase, jak 
popisuje následující vztah. 
                (64) 
Zde    značí vektor kolmý na podložku a   je gravitační zrychlení. Působení tíhové síly má tedy vliv 
pouze na složku   vektoru rychlosti. Toto způsobuje změnu trajektorie koule, jak znázorňuje Obrázek 
22. 
 
 
Obrázek 22: Změna trajektorie koule při pádu do otvoru 
 
Výše uvedený zjednodušený popis změny trajektorie koule zanedbává určité jevy, které nejsou 
podstatné pro požadované chování modelu v rámci této práce. 
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4.3 Implementace simulačního modelu 
Po vytvoření matematického popisu chování koulí je možné vytvořit simulační model. V rámci této 
práce je simulační model popsán pomocí počítačového programu, který provádí simulaci na základě 
zvolených simulačních metod. Program je vytvořen pomocí programovacího jazyka C/C++ a provádí 
algoritmus kombinované simulace s proměnným simulačním krokem. Tato metoda byla zvolena na 
základě chování reálného systému, který je v této práci simulován. Jedná se o spojité chování 
kulečníkových koulí s možným výskytem diskrétních událostí, které jsou popsány v rámci návrhu 
konceptuálního modelu v předchozí podkapitole. 
Základním elementem simulačního programu je datová struktura koule, která reprezentuje 
stav jedné koule. Tato struktura uchovává základní informace o vlastnostech a aktuálním stavu koule 
včetně aktuální pozice a orientace v prostoru. Kompletní podobu struktury popisuje Tabulka 1. 
 
Název Popis 
cislo Číslo koule 
x Souřadnice x 
y Souřadnice y 
z Souřadnice z 
hmotnost Hmotnost koule 
prumer Průměr koule 
v Vektor rychlosti 
r Vektor rotace 
rot_mat[3][3] Matice rotace 
J Moment setrvačnosti koule 
E Celková energie koule 
Tabulka 1: Datová struktura pro uložení stavu koule 
 
Pro uložení rychlosti a rotace koule je definována struktura vektor, která uchovává směrové 
vlastnosti koule jako vektory, což umožňuje využití vektorové algebry stejně jako u matematického 
popisu modelu. Dále byla vytvořena knihovna funkcí, které umožňují práci s vektorovými veličinami. 
Jedná se například o sčítání vektorů, určení velikosti vektoru, či skalární a vektorový součin. 
Při spuštění programu dochází ke zpracování vstupních parametrů a k počáteční inicializaci 
všech koulí. Vstupními parametry programu jsou vlastnosti počátečního úderu. Jedná se o sílu 
v newtonech a směr úderu, který je zadán úhlem vůči ose x ve stupních. Dále je v inicializační fázi 
programu vytvořeno pole datových struktur koule, které uchovává stavy všech šestnácti koulí. Jsou 
nastaveny jejich počáteční pozice, které mohou být načteny ze souboru poziceKouli.txt. Do 
tohoto souboru je zapsáno počáteční rozestavení koulí pomocí vizualizační aplikace. Před samotným 
spuštěním simulačního algoritmu je pak proveden úder do koule, který je realizován počátečním 
nastavením směru a velikosti vektoru rychlosti dle zadaných vstupních parametrů, jak je uvedeno 
v předchozí kapitole o tvorbě matematického modelu. V rámci simulačního programu v této práci je 
úder proveden do přesného středu koule. 
Hlavním jádrem celého programu je algoritmus kombinované simulace. V rámci dílčích iterací 
algoritmu je prováděn výpočet nového stavu sady koulí na základě matematického popisu pomocí 
diferenčních rovnic. 
Na počátku každé iterace je inkrementován modelový čas o velikost aktuálního simulačního 
kroku. V případě, že by inkrementací času o tento krok došlo k překročení času pro výstupní záznam 
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stavu koulí, je provedeno tzv. "dokročení" do požadovaného času. Časy záznamu stavu koulí do 
výstupního souboru jsou dány vzorkovací frekvencí výsledné animace. Tato frekvence je v rámci 
modelu definována jako 1/30 s, proto je proveden záznam do výstupního souboru vystup.txt po 
každém takovém intervalu. Dále je provedena záloha stavu všech koulí pro případ, že by bylo nutné 
udělat krok zpět v případě výskytu nějaké události. 
Ve druhé fázi iterace je proveden výpočet nových souřadnic všech koulí obsažených v modelu. 
Výpočet probíhá na základě diferenčních rovnic definovaných v předchozí kapitole. Na základě 
vektoru rotace je nejdříve zjištěna rychlost bodu na povrchu koule. Poté, co je známa rychlost tohoto 
bodu, je možné určit směr a sílu působení třecí síly na povrchu koule. S využitím získané třecí síly je 
pak určen nový vektor rychlosti koule. Na závěr je pak proveden výpočet změny vektoru rotace. Nové 
souřadnice koule jsou pak určeny na základě následujícího vztahu pro výpočet dráhy v závislosti na 
rychlosti a čase. 
          (65) 
V tomto vztahu    značí rychlost translačního pohybu koule a    je aktuální velikost 
simulačního kroku. Nové souřadnice koule jsou pak určeny vektorovým součtem aktuální pozice 
koule a vektoru uražené dráhy  . 
Po určení nových souřadnic všech koulí je nutné ověřit, zda nedošlo k nějaké události. Proto je 
v této fázi provedena kontrola nastavených mezí pro každou kouli. Jako první je ověřeno, zda se 
některá koule nepřekročila hranici pro pád do jednoho z otvorů. To je provedeno kontrolou délky 
spojnice středu koule se středem každého otvoru, jak je uvedeno v kapitole o konceptuálním modelu. 
Pokud není tato událost detekována, pokračuje program kontrolou nárazu do stěny. V tomto případě 
je kontrolována pozice každé koule a v případě, že je překročena minimální či maximální hranice 
hrací plochy, je detekován náraz. Jako poslední událost je ověřována srážka koulí. To je provedeno 
určením délky spojnice středů každých dvou koulí na hrací ploše. 
Každá z uvedených událostí je v rámci programu ošetřována v izolované funkci. Podle 
návratové hodnoty funkce je pak možné určit, zda došlo k překročení mezí. Pokud se tak stalo, je 
obnoven předchozí stav koulí, zmenšen simulační krok a výpočet souřadnic je proveden znovu. Toto 
se děje až do okamžiku, kdy je detekován přesný okamžik výskytu události nebo je překročena 
minimální hranice délky simulačního kroku. V tomto případě je provedena reakce na danou událost a 
simulační krok je nastaven na původní hodnotu. Úprava kroku je provedena metodou půlení intervalů, 
kdy pro nový krok platí: 
      
  
 
 (66) 
 
Při detekci potopení koule je třeba upravit směr pohybu koule. V případě tohoto modelu 
dochází ke změně směru rychlosti přičtením rychlosti pohybu ve svislém směru vlivem působení 
gravitační síly podobně jako u vodorovného vrhu popsaného v jedné z předchozích kapitol o 
fyzikálním modelu pohybu koule. V případě potopení koule dochází v simulačním programu 
k určitému zjednodušení simulace tohoto pohybu. 
Reakcí na náraz do okraje je změna vektoru rychlosti dané koule. Konkrétně dochází ke změně 
znaménka jedné ze souřadnic, jak je popsáno v rámci matematického modelu výše. Srážka s okrajem 
je v rámci simulačního programu považována za dokonale pružnou. Vektor rotace zůstává 
nezměněný, což způsobuje mírné zatočení trajektorie koule po odrazu od okraje. 
Srážka koulí je v rámci modelu složitějším problémem. Nejdříve je nutné zjistit vzájemnou 
polohu vektoru rychlosti a spojnice mezi sraženými koulemi. Zde může nastat několik případů 
v závislosti na kvadrantu, ve kterém se jednotlivé vektory v rovině vyskytují. V závislosti na dané 
poloze vektorů je pak určen úhel, o který se pohybující se koule odchýlí od svého původního směru, 
jak je popsáno v matematickém modelu v předchozí kapitole. Pokud se jedná o přímý centrální ráz, 
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pak je veškerá rychlost koule iniciující srážku předána druhé kouli. Jinak jsou provedeny výpočty pro 
rozklad vektoru rychlosti, jsou nastaveny nové rychlosti oběma zúčastněným koulím. 
V případě, že nedošlo k žádné z uvedených událostí, případně byla detekovaná událost 
korektně ošetřena změnou stavu modelu, je provedena kontrola aktuálního modelového času. Každou 
1/30 s modelového času je pak zapsán stav všech koulí do výstupního souboru, jak bylo uvedeno 
výše. Každý řádek výstupního souboru obsahuje stav všech koulí v daném časovém okamžiku. 
Záznamy jednotlivých koulí jsou na řádku odděleny mezerou. Formát záznamu jedné koule je 
následující: 
x,y,z:rot_mat[0][0],rot_mat[0][1],rot_mat[0][2],rot_mat[1][0],..., rot_mat[2][2] 
 
Zde x,y,z jsou souřadnice aktuální polohy koule, rot_mat[0][0] až rot_mat[2][2] pak 
značí jednotlivé položky rotační matice, která reprezentuje prostorovou orientaci koule. 
 
4.4 Vizualizace 
Druhou částí aplikace, která je výstupem této práce, je trojrozměrná interaktivní scéna, která 
umožňuje vizualizaci výsledků provedené simulace. Scéna byla vytvořena v modelovacím nástroji 
Blender s využitím vestavěného herního enginu. 
V první fázi bylo nutné vytvořit trojrozměrný model kulečníkového stolu a jednotlivé koule na 
něm umístěné. Stůl je umístěn v jednoduché místnosti. Rozměry hrací plochy, stejně jako průměry 
koulí jsou nastaveny na reálné hodnoty, které byly zvoleny v úvodní části této práce. 
Po vytvoření statického modelu stolu a okolních stěn byly na povrchy naneseny textury13 pro 
realistický vzhled celé scény. Pro nanesení textur na jednotlivé koule bylo využito techniky 
UV mapování, kdy je povrch koule rozbalen do dvojrozměrné plochy a na něj je nanesena textura14. 
Výslednou statickou scénu je možné vidět na Obrázek 23. 
 
 
Obrázek 23: Trojrozměrná scéna 
 
                                                     
13
 Textury dřeva a povrchu hrací plochy byly získány na webu http://subtlepatterns.com 
14
 Textury koulí byly získány z webu 
https://www.robinwood.com/Catalog/FreeStuff/Textures/TexturePages/BallMaps.html 
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Pro interakci aplikace s uživatelem bylo využito vestavěného herního enginu programu 
Blender. Ten umožňuje pomocí interaktivního editoru logiky snadno definovat jednoduché chování 
aplikace v reakci na uživatelský vstup bez nutnosti programování. Pro pokročilejší funkčnost aplikace 
bylo však nutné vytvoření několika skriptů v jazyce Python, ve kterých je definována reakce na 
ovládací prvky aplikace. 
První z definovaných uživatelských interakcí je pohyb kamery. Po spuštění aplikace je možné 
pomocí pohybu myší měnit směr pohledu kamery. Pomocí rolovacího kolečka myši je možné pak 
kamerou pohybovat dopředu a dozadu. Samotná logika pohybu kamery byla vytvořena v již 
zmiňovaném editoru logiky a nebylo nutné vytvářet speciální skript. Propojení logických bloků 
chování objektu kamery je možné vidět na Obrázek 24. 
V rámci aplikace byl dále vytvořen editační mód, ve kterém může uživatel ovlivnit chování 
simulace zadáním vstupních parametrů. Pro zobrazení ovládacích prvků jednotlivých nastavení byla 
vytvořena druhá scéna, která obsahuje pouze dva posuvné elementy pro nastavení síly a směru úderu. 
Při stisknutí klávesy pro přístup do editačního módu je pak původní scéna s modelem překryta druhou 
vrstvou s ovládacími prvky. V rámci editačního módu je také deaktivován pohyb kamery pro 
přehlednější nastavení parametrů modelu. Dále je zde zobrazeno tágo, které naznačuje aktuální směr 
úderu. V prostředí editace je uživateli umožněno nastavení síly v jednotkách newton a směru, který je 
definován úhlem ve stupních. Nastavení parametrů modelu je provedeno s využitím skriptů 
nastaveniSmeru.py a nastaveniSily.py. Dále je možné upravit rozmístění jednotlivých 
koulí na hrací ploše tažením myši. To je umožněno pomocí vytvořeného skriptu dragAndDrop.py. 
Náhled ovládacích prvků v editačním módu aplikace je možné vidět na Obrázek 25. 
 
 
Obrázek 24: Graf logiky objektu kamery 
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Obrázek 25: Editační mód aplikace 
Po výstupu z editačního módu je možné stisknutím definované klávesy uložit aktuální 
rozmístění koulí do souboru poziceKouli.txt, odkud jsou pozice načteny simulačním programem. 
Toto chování je definováno skriptem ulozitPozice.py. Další klávesou je pak možné spuštění 
simulace a následné animace koulí ve scéně. 
Skript zapniAnimaci.py reaguje na stisknutí klávesy pro spuštění animace a spouští 
simulační program s nastavenými parametry úderu. Simulační program zapisuje výsledky simulace 
do výstupního souboru, ze kterého jsou pak v rámci skriptu animace.py načítány parametry 
jednotlivých koulí pro každý snímek animace. Tento skript na základě získané polohy a orientace 
každé koule na hrací ploše nastavuje tyto vlastnosti jednotlivým objektům koulí ve vytvořené scéně. 
Souřadnice ze souboru jsou použity pro nastavení pozice jednotlivých objektů ve scéně. Matice rotace 
je pak převedena na Eulerovy úhly, které charakterizují orientaci jednotlivých objektů scény. Pro 
tento převod bylo využito funkce z matematické knihovny jazyka Python (knihovna mathutils). 
Řádky souboru jsou načítány postupně a změna stavu koulí je prováděna s časovým odstupem 
1/30 sekundy tak, aby bylo dosaženo plynulého pohybu při pozorování animace lidským okem. 
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4.5 Experimenty 
V této části práce jsou popsány výsledky experimentů, které byly provedeny s modelem pro ověření 
správnosti chování při simulaci. Chování koule je zde znázorněno pomocí grafů, které zachycují 
vývoj pozorovaných vlastností koule v průběhu modelového času. Při následujících experimentech 
byla nastavena minimální i maximální délka simulačního kroku na 1 ms. Doba simulace byla 
omezena na 15 s. 
V rámci prvního experimentu je pozorován rozjezd koule. Pro přehledné zobrazení chování 
koule byly deaktivovány veškeré kolize. Následující grafy zobrazují chování koule při počátečním 
úderu silou 60 newtonů. První graf zachycuje vývoj rychlosti posuvného pohybu koule.  
 
Rychlost zpočátku prudce klesá, což značí fázi pohybu, kdy se koule postupně roztáčí a valí se po 
podložce se smýkáním. Od viditelného zlomu se pak jedná o čistě valivý pohyb bez smýkání. Vlivem 
výrazně menšího valivého odporu oproti smykovému tření je klesající tendence rychlosti v této fázi 
pohybu pozvolnější. 
Na dalším grafu je možné vidět vývoj úhlové rychlosti koule při stejných podmínkách. 
 
Úhlová rychlost je v tomto grafu vyznačena červenou barvou. Pro znázornění poměru mezi 
rychlostmi je do grafu zanesen také průběh posuvného pohybu koule (modrá barva). V grafu je 
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možné vidět rapidní nárůst úhlové rychlosti na začátku simulace, kdy dochází k postupnému roztáčení 
koule vlivem působení třecí síly mezi koulí a podložkou. Ve fázi čistě valivého pohybu pak rychlost 
rotace klesá úměrně k rychlosti translace. 
Poslední zkoumanou vlastností je energie koule. Její průběh je možné vidět v následujícím 
grafu.  
 
V grafu je zanesena energie koule včetně rozdělení na energii rotační a translační. Z grafu je možné 
rozpoznat prudký pokles translační energie (červená barva) vlivem zpomalení posuvného pohybu 
působením třecí síly při smýkání koule po podložce. Energie rotačního pohybu (zelená barva) naopak 
roste vlivem postupného roztáčení koule. Celková energie koule je v grafu zanesena modrou barvou a 
odpovídá součtu obou dílčích složek. 
V rámci dalšího experimentu jsou aktivovány kolize koule s okrajem. Síla úderu je nastavena 
na 70 newtonů. Průběh jednotlivých veličin je zobrazen v následujících grafech podobně jako při 
předchozím experimentu. 
 
Rychlost posuvného pohybu má pouze klesající tendenci stejně jako v předchozím případě. To 
je způsobeno tím, že v rámci experimentu nepůsobila na kouli žádná síla, která by způsobila urychlení 
pohybu kromě počátečního úderu. 
0 
0,2 
0,4 
0,6 
0,8 
1 
1,2 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
En
e
rg
ie
 [
J]
 
Čas [s] 
Energie koule 
energie 
translace 
rotace 
0 
0,5 
1 
1,5 
2 
2,5 
3 
3,5 
4 
4,5 
0 1 2 3 4 
R
yc
h
lo
st
 [
m
.s
-1
] 
Čas [s] 
Rychlost translačního pohybu 
 39 
 
Průběh úhlové rychlosti je však zajímavější, jelikož vlivem srážky s okrajem dochází ke změně 
směru rotace koule a tedy rychlost rotace po srážce s okrajem opět narůstá vlivem smykového tření. 
Jednotlivé nárazy koule do okraje lze tedy v grafu identifikovat v místech prudké změny rychlosti 
rotace. 
 
Pro jednotlivé složky energie platí to samé jako v případě translačního a rotačního pohybu. 
Energie posuvného pohybu tedy neustále klesá, zatímco rotační energie může i narůstat vlivem 
změny směru rotace koule po nárazu. 
V posledním experimentu jsou povoleny všechny kolize. Počáteční síla úderu je 100 newtonů. 
Následující grafy popisují chování bílé koule. 
Jak je možné vidět z následujícího grafu rychlosti posuvného pohybu, v rámci tohoto 
experimentu koule získává rychlost i po počátečním úderu. To je způsobeno nárazem jiné koule, která 
předala pozorované kouli část své energie. Prudký pokles rychlosti naopak znamená předání vlastní 
energie jiné kouli během srážky. 
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Pro rychlost rotace platí totéž jako v předchozím experimentu. Může tedy v průběhu simulace 
narůstat vlivem nárazů do okraje a srážek s ostatními koulemi. 
 
 
Pro vývoj energie platí totéž, jako v předchozím experimentu, tedy vzhledem k závislosti 
energie na rotačním resp. translačním pohybu je výsledný průběh energie odpovídající očekávání. 
Hodnoty získané při provádění experimentů odpovídají předpokládanému chování koule 
v rámci této práce. Tímto byla ověřena správnost chování modelu s ohledem na daná zjednodušení, 
která model zahrnuje.  
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5 Závěr 
Cílem této práce byla realizace trojrozměrného animovaného modelu, který umožňuje vizualizaci 
pohybu koulí po kulečníkovém stole s případnou uživatelskou interakcí. Tento cíl byl splněn. 
V první části práce jsou shrnuty poznatky získané studiem dostupné literatury na téma tvorby 
počítačové simulace a animace. Jsou zde popsány simulační techniky a metody tvorby animací. Dále 
je v první části obsažen popis dostupného programového vybavení, které umožňuje vytváření 
trojrozměrných scén, tvorbu animací a také definici uživatelské interakce. Také zde dochází ke 
shrnutí základních fyzikálních jevů, které ovlivňuji chování koule.Ve druhé části je popsán postup 
tvorby animovaného modelu s využitím dostupných nástrojů. Je zde vytvořen konceptuální model 
kulečníku, který dělí problém pohybu koule na menší celky. Dále je zde popsán upravený 
matematický model koule pomocí diferenčních rovnic, které popisují chování koule v rámci krátkého 
časového okamžiku a jsou poté využity při implementaci simulačního modelu. V poslední části je pak 
obsažen postup tvorby programu v jazyce C++, který provádí simulaci pohybu koulí na základě 
vstupních parametrů. Také je zde uvedena tvorba aplikace, která umožňuje vizualizaci výsledků 
s využitím uživatelského vstupu. V závěru jsou provedeny experimenty s modelem a výsledky jsou 
prezentovány formou grafů, které popisují průběh jednotlivých parametrů koule v rámci simulace. 
Výsledkem této práce je simulační program, aplikace pro vizualizaci výsledků a také čtyři 
ukázková videa, která demonstrují funkčnost vytvořeného modelu. Tři videa zachycují chování koulí 
s různě nastavenými parametry úderu nejprve v původní rychlosti a poté se čtyřnásobným 
zpomalením. Čtvrté video detailně zobrazuje rozjezd koule s osminásobným zpomalením. 
Problém simulace pohybu koulí, který se může zpočátku zdát jako triviální, je ve skutečnosti 
poměrně složitá úloha, která i přes značná zjednodušení reálného systému obsahuje mnoho úskalí, 
jejichž pochopení a řešení může být velmi náročné. 
Jako další vývoj této práce by bylo možné zpřesnit fyzikální model zahrnutím dalších  jevů, 
které se mohou projevit na chování koule a v této práci byly zanedbány. Může se jednat například o 
deformaci okraje stolu při nárazu koule, či udělení tzv. falše při počátečního úderu.  
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Seznam příloh 
Příloha 1. CD se zdrojovými texty programu a videem s vytvořenou animací 
 
